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Οι Ιδιότητες του Άξονα Βέλτιστης Στρέψης στα 
Ασύμμετρα Πολυώροφα Κτίρια

ΧΑΡ. ΞΕΝΙΔΗΣ ΤΡΙΑΝΤ. ΜΑΚΑΡΙΟΣ ΑΣ. ΑΘΑΝΑΤΟΠΟΥΛΟΥ
Επίκ. Καθηγητής Α.Π.Θ. Δοκ. Ερευνητής Ι.Τ.Σ.Α.Κ. Επίκ. Καθηγήτρια Α.Π.Θ.

Περίληψη
Η ύπαρξη του κατακόρυφου ελαστικού άξονα και των κύριων ορι-
ζόντιων διευθύνσεων ενός κτιρίου αποτελούν απαραίτητη προϋπό-
θεση για την τεκμηριωμένη εφαρμογή της απλοποιημένης μεθόδου 
αντισεισμικού υπολογισμού. Αλλά, ενώ στα μονώροφα κτίρια το 
ελαστικό κέντρο ορίζεται πάντοτε και έχει καθορισμένες ιδιότητες, 
στα πολυώροφα κτίρια (εκτός ολίγων ειδικών κατηγοριών) δεν 
υπάρχει κατακόρυφος ελαστικός άξονας. Για την αντιμετώπιση 
του προβλήματος ο Ελληνικός Αντισεισμικός Κανονισμός (ΕΑΚ 
2003) εισάγει την έννοια του κατακόρυφου πλασματικού ελαστικού 
άξονα κάνοντας χρήση του κριτηρίου βέλτιστης στρέψης. Με τη 
χρησιμοποίηση του πλασματικού ελαστικού κέντρου, δηλαδή του 
σημείου από το οποίο διέρχεται ο κατακόρυφος πλασματικός ελα-
στικός άξονας και των πλασματικών κύριων οριζόντιων αξόνων, 
καθίσταται δυνατός ο ορισμός της στατικής εκκεντρότητας και της 
ακτίνας δυστρεψίας και ως εκ τούτου τεκμηριωμένη και αξιόπιστη 
η εφαρμογή της απλοποιημένης μεθόδου σε οποιαδήποτε περίπτω-
ση ασύμμετρου κανονικού καθ’ ύψος πολυώροφου κτιρίου. Στην 
παρούσα εργασία αποδεικνύεται ότι οι ιδιότητες του ελαστικού 
κέντρου του μονώροφου κτιρίου ισχύουν προσεγγιστικά και για 
τον πλασματικό ελαστικό άξονα των πολυώροφων ασύμμετρων 
κτιρίων .

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στα πολυώροφα κτίρια με ασύμμετρες κατόψεις τα 
οποία υποβάλλονται σε οριζόντιες σεισμικές δυνάμεις, τα 
δάπεδα των ορόφων υφίστανται ταυτόχρονα μεταφορικές 
και στρεπτικές μετακινήσεις. Οι μετακινήσεις αυτές δη-
μιουργούν στα φέροντα δομικά στοιχεία της κατασκευής 
τάσεις και παραμορφώσεις πολύ διαφορετικές από εκείνες 
που θα αναπτύσσονταν στα ίδια στοιχεία εάν η κατασκευή 
ήταν συμμετρική και ως εκ τούτου η μετακίνηση καθαρά 
μεταφορική. Έχει αποδειχθεί από μετασεισμικές παρατηρή-
σεις ότι ένα μεγάλο ποσοστό βλαβών ή και καταρρεύσεων 
κτιρίων με ασύμμετρες κατόψεις, οφείλεται στις έντονες 
στρεπτομεταφορικές ταλαντώσεις, οι οποίες δημιουργούν 
υψηλές απαιτήσεις πλαστιμότητας στα περιμετρικά ιδίως 
φέροντα στοιχεία.

Οι σύγχρονοι αντισεισμικοί κανονισμοί [1,2,3,4] προ-
τείνουν δύο διαφορετικές μεθόδους για τον υπολογισμό 

της σεισμικής απόκρισης: α) τη δυναμική φασματική μέθο-
δο και β) την απλοποιημένη φασματική μέθοδο. Η πρώτη 
είναι γενικής εφαρμογής ενώ η δεύτερη εφαρμόζεται στα 
κανονικά κτίρια. Κατά την εφαρμογή της απλοποιημένης 
φασματικής μεθόδου οι οριζόντιες στατικές σεισμικές δυ-
νάμεις εφαρμόζονται στις στάθμες των ορόφων έκκεντρα 
ως προς το ελαστικό κέντρο [5,6,7] κατά τις εκκεντρότητες 
σχεδιασμού, οι οποίες σε όλους τους κανονισμούς δίδονται 
από τη σχέση:

e=ae0 ± bL 
όπου a,b συντελεστές, L το μήκος του κτιρίου κάθετα 

στη διεύθυνση της διέγερσης και e0 η στατική ή δομική εκ-
κεντρότητα, δηλαδή η απόσταση του κέντρου μάζας από το 
ελαστικό κέντρο του συστήματος.

Ένα άλλο μέγεθος το οποίο σχετίζεται με την εφαρμογή 
της απλοποιημένης μεθόδου είναι η ακτίνα δυστρεψίας, ρm, 
η οποία αποτελεί μέτρο για την σύζευξη των μεταφορικών 
με τις στρεπτικές ταλαντώσεις (στρεπτική ευαισθησία) του 
κτιρίου[8].

Αλλά, ενώ στα μονώροφα κτίρια το κύριο σύστημα Κ (Ι, 
ΙΙ, ΙΙΙ), όπου Κ το ελαστικό κέντρο, Ι και ΙΙ οι οριζόντιοι κύ-
ριοι άξονες και ΙΙΙ ο κατακόρυφος κύριος άξονας ορίζονται 
με απλό και μονοσήμαντο τρόπο, στα πολυώροφα κτίρια 
(εκτός ολίγων ειδικών κατηγοριών) ο ορισμός του ελαστι-
κού άξονα και των κατακόρυφων κάθετων κύριων επιπέδων 
κάμψης είναι αδύνατος [9,10,11].

Οι αντισεισμικοί κανονισμοί, πλην του ΕΑΚ 2003, δεν 
δίδουν σαφείς πληροφορίες για τον ορισμό της στατικής 
εκκεντρότητας ή των κύριων αξόνων των πολυώροφων 
κτιρίων. Ως κέντρο αναφοράς για τη μέτρηση της στατικής 
εκκεντρότητας χρησιμοποιούνται τα κέντρα διάτμησης των 
ορόφων [12] ή τα κέντρα κάμψης των ορόφων [13,14] ή το 
κέντρο αντίστασης [15] ή τα κέντρα συστροφής των ορόφων 
[11,16]. Η χρήση των σημείων αυτών έχει τα παρακάτω μει-
ονεκτήματα:
• το καθένα διαθέτει μόνον κάποιες από τις πολλαπλές ιδιό-

τητες του ελαστικού κέντρου.
• στο τυχόν πολυώροφο σύστημα, η θέση τους επηρεάζεται 

με λιγότερο ή περισσότερο έντονο τρόπο από την κατανο-
μή των οριζόντιων σεισμικών δυνάμεων κατά το ύψος του 
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κτιρίου. Έτσι, χρησιμοποιώντας διαφορετικές κατανομές 
δυνάμεων, ορίζονται π.χ. κέντρα κάμψης σαφώς διαφο-
ρετικά μεταξύ τους που παρουσιάζουν μία εξαιρετικά 
ασύμμετρη κατανομή καθ’ ύψος [11,14,17]. Επομένως, τα 
σημεία αυτά δεν είναι χαρακτηριστικά της κατασκευής.

• Η χρήση τους δεν εξασφαλίζει τη συμβατότητα των  απο-
τελεσμάτων της στατικής ανάλυσης με τις μέγιστες τιμές 
της δυναμικής φασματικής ανάλυσης [17].

Η πιό ολοκληρωμένη λύση στο πρόβλημα που παρου-
σιάζεται είναι η εύρεση ενός τρισορθογώνιου συστήματος 
αναφοράς Ρο(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ) οι ιδιότητες του οποίου να προσεγ-
γίζουν ικανοποιητικά τις ιδιότητες του κύριου συστήματος 
Κ(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ) του μονώροφου κτιρίου [18,19,20].

Ο Ελληνικός Αντισεισμικός Κανονισμός (ΕΑΚ 2003) 
δίδει πληροφορίες για τον προσδιορισμό του πλασματικού 
κατακόρυφου ελαστικού άξονα ΙΙΙ και των πλασματικών 
κύριων οριζόντιων αξόνων Ι και ΙΙ των πολυώροφων κτιρί-
ων στηριζόμενος στις εργασίες [21,22]. Στις εργασίες αυτές 
αποδεικνύεται ότι σε κάθε πολυώροφο ασύμμετρο σύστημα 
που διαθέτει την απαιτούμενη από τους κανονισμούς κα-
νονικότητα καθ’ ύψος, μπορεί να ορισθεί ο κατακόρυφος 
άξονας βέλτιστης στρέψης (πλασματικός ελαστικός άξονας) 
καθώς και δύο κύριοι οριζόντιοι άξονες (πλασματικοί κύριοι 
άξονες), κάθετοι μεταξύ τους, οι οποίοι προσεγγίζουν σε 
ικανοποιητικό βαθμό τις ιδιότητες των κύριων αξόνων Ι 
και ΙΙ του μονώροφου κτιρίου. Περαιτέρω αναλυτικές διε-
ρευνήσεις έδειξαν ότι ο άξονας βέλτιστης στρέψης μπορεί 
πάντοτε να ορισθεί σε όλα τα κανονικά πολυώροφα κτίρια 
[23,24,25,26,27]. Ειδικά μάλιστα για την περίπτωση των 
πολυώροφων μονοσυμμετρικών μικτών (με πλαίσια και 
τοιχώματα) κτιρίων, η θέση του πλασματικού κατακόρυφου 
ελαστικού άξονα στην κάτοψη δίδεται από κλειστές μαθη-
ματικές εξισώσεις, που προέκυψαν τόσο από την εφαρμογή 
του συνεχούς [28] όσο και του διακριτού [29] μοντέλου της 
κατασκευής.

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η συστηματική 
αριθμητική διερεύνηση των στατικών και κυρίως των δυ-
ναμικών ιδιοτήτων του πλασματικού κύριου συστήματος 
Ρο(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ) των πολυώροφων ασύμμετρων κτιρίων, όπως 
ορίζεται στον  ΕΑΚ 2003.

ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ

eo στατική ή δομική εκκεντρότητα του συστήματος
ρm ακτίνα δυστρεψίας ως προς το κέντρο μάζας
Ρο(Ι,ΙΙ,ΙΙΙ) πλασματικό ελαστικό κέντρο Ρο και πλασματικοί 

κύριοι άξονες Ι,ΙΙ,ΙΙΙ του πολυώροφου κτιρίου
Κ(Ι,ΙΙ,ΙΙΙ) πραγματικό ελαστικό κέντρο Κ και πραγματικοί 

κύριοι άξονες Ι,ΙΙ,ΙΙΙ του μονώροφου κτιρίου
θi στροφή του ορόφου i περί κατακόρυφο άξονα
Vo τέμνουσα βάσης
F διάνυσμα σεισμικών στατικών δυνάμεων τριγω-

νικής κατανομής

Μ διάνυσμα στρεπτικών ροπών τριγωνικής κατανο-
μής

Φd(T) οριζόντια συνιστώσα φασματικής επιτάχυνσης 
σχεδιασμού

Α = αg μέγιστη οριζόντια σεισμική επιτάχυνση του εδά-
φους

g επιτάχυνση βαρύτητας
γΙ συντελεστής σπουδαιότητας του κτιρίου
q συντελεστής συμπεριφοράς της κατασκευής
η διορθωτικός συντελεστής για ποσοστό απόσβε-

σης ≠ 5%
θ συντελεστής επιρροής της θεμελίωσης
βο συντελεστής φασματικής ενίσχυσης

2. ΟΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΛΑΣΜΑΤΙΚΟΥ 
ΕΛΑΣΤΙΚΟΥ ΑΞΟΝΑ

Όπως είναι γνωστό το κύριο σύστημα Κ(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ) του 
μονώροφου κτιρίου έχει τις εξής ιδιότητες [19,20,21,22]:
α) Μία δύναμη συνευθειακή με τον άξονα Ι (ή ΙΙ) προκαλεί 

απλή μεταφορά του συστήματος κατά τη διεύθυνση του 
άξονα Ι (ή ΙΙ). 

β) Εάν το κέντρο μάζας και το ελαστικό κέντρο (σημείο Κ) 
συμπίπτουν, τότε: 
β1) Οι τρεις ελευθερίες κίνησης του συστήματος είναι 

ασύζευκτες. 
β2) Σεισμική διέγερση παράλληλη στον άξονα Ι (ή ΙΙ) 

προκαλεί ταλάντωση του συστήματος κατά τη διεύ-
θυνση Ι (ή ΙΙ). 

Οι παραπάνω ιδιότητες θα πρέπει προσεγγιστικά να 
ισχύουν και για το πλασματικό κύριο σύστημα, Ρο(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ), 
των πολυώροφων κτιρίων. Ειδικότερα:
α) Εάν το κατακόρυφο επίπεδο των οριζόντιων σεισμι-

κών στατικών δυνάμεων διέρχεται από το πλασματικό 
ελαστικό κέντρο Ρο του πολυώροφου κτιρίου και είναι 
παράλληλο προς τον πλασματικό κύριο οριζόντιο άξονα 
Ι, τότε προκαλείται μετακίνηση μεταφορικού κυρίως 
χαρακτήρα κατά τη διεύθυνση του άξονα Ι. Στην πε-
ρίπτωση αυτή το άθροισμα των τετραγώνων τόσο των 
στατικών μετατοπίσεων των δαπέδων των ορόφων κατά 
τη διεύθυνση του πλασματικού κύριου οριζόντιου άξονα 
ΙΙ όσο και των στατικών γωνιών στροφής θi(i=1,2,...,Ν) 
των διαφραγμάτων περί κατακόρυφο άξονα γίνεται ελά-
χιστο, ικανοποιείται δηλαδή η συνθήκη του κριτηρίου 
βέλτιστης στατικής στρέψης:

� ���������� 2
N

2
2

2
1

2 ...
N
1  minimum (2.1)

Ομοίως, όταν το επίπεδο των οριζόντιων σεισμικών 
στατικών δυνάμεων διέρχεται από το σημείο Ρο και είναι 
παράλληλο προς τον άλλο πλασματικό κύριο οριζόντιο 
άξονα ΙΙ.

β) Εάν υπάρχει κατακόρυφος μαζικός άξονας και συμπίπτει 
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με τον πλασματικό κατακόρυφο ελαστικό άξονα Ρο(ΙΙΙ) 
του πολυώροφου κτιρίου, τότε:
β1) κατά τις δύο πρώτες ιδιομορφές ταλάντωσης μετα-

φορικού χαρακτήρα, η σύζευξη των μεταφορικών με 
τις στρεπτικές συνιστώσες των μετακινήσεων των 
δαπέδων των ορόφων είναι πολύ ασθενής.

β2) η σεισμική διέγερση της βάσης κατά τη διεύθυνση 
του πλασματικού κύριου οριζόντιου άξονα Ι, προ-
καλεί στο πολυώροφο κτίριο σχεδόν μεταφορική 
ταλάντωση κατά την ίδια διεύθυνση (κατάσταση 
βέλτιστης μεταφορικής ταλάντωσης).
Ομοίως, για σεισμική διέγερση της βάσης κατά τη δι-
εύθυνση του άλλου πλασματικού κύριου οριζόντιου 
άξονα ΙΙ.
Και στις δύο υποπεριπτώσεις β1 και β2, οι στρεπτικές 
ταλαντώσεις των δαπέδων των ορόφων περί κατακό-
ρυφο άξονα είναι ασθενείς.

γ) Εάν ο μαζικός άξονας δεν συμπίπτει με τον πλασματικό 
κατακόρυφο ελαστικό άξονα Pο,ΙΙΙ τότε υπάρχει ισχυρή 
σύζευξη μεταξύ των τριών συνιστωσών των μετακινήσε-
ων του κτιρίου.
Στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας διενεργήθηκε εκτε-

ταμένη παραμετρική ανάλυση για τον έλεγχο ισχύος των 
παραπάνω ιδιοτήτων. Αποδεικνύεται ότι οι ιδιότητες του 
τρισορθογώνιου συστήματος Ρο(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ) του πολυώροφου 
κτιρίου βρίσκονται σε πλήρη αντιστοιχία με τις ιδιότητες του 
κύριου συστήματος Κ(Ι, ΙΙ, ΙΙΙ) του μονώροφου κτιρίου.

Στη συνέχεια από το πλήθος των διερευνηθέντων φο-
ρέων παρουσιάζεται ενδεικτικά το ακόλουθο αριθμητικό 
παράδειγμα ενός πενταώροφου ασύμμετρου κτιρίου.

3. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΠΕΝΤΑΩΡΟΦΟΥ 
ΑΣΥΜΜΕΤΡΟΥ ΚΤΙΡΙΟΥ

3.1. Γενικά – Δεδομένα

Το πενταώροφο ασύμμετρο κτίριο του σχήματος 1 έχει συ-
νολικό ύψος Η = 18.5m. Ο πρώτος όροφος έχει ύψος 4.5m ενώ 
οι υπόλοιποι τέσσερις όροφοι 3.5m. 

Τα υποστυλώματα των δύο πρώτων ορόφων έχουν τε-
τραγωνική διατομή διαστάσεων 0.60×0.60(m) και των τριών 
τελευταίων ορόφων 0.50×0.50(m). Το πάχος και το μήκος των 
τοιχωμάτων είναι ίσο με 0.30m και 2.00m αντίστοιχα ενώ οι 
δοκοί θεωρούνται ότι έχουν ροπή αδράνειας σταθερή σε όλους 
τους ορόφους Ig,b = 0.0103m4.

Η μάζα m του κάθε ορόφου και η μαζική ροπή αδρά-
νειας Jm = m⋅r2 του κάθε διαφράγματος περί κατακόρυφο 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας (σημείο m), είναι 
αντίστοιχα m = 290 t (SI) και Jm = 17324.28 tm2. Τα κέντρα 
μάζας των ορόφων συμπίπτουν με τα γεωμετρικά κέντρα 
των διαφραγμάτων, ενώ το μέτρο ελαστικότητας του σκυ-
ροδέματος και ο λόγος του Poisson ελήφθησαν αντιστοίχως 
Ε = 29000000 kN/m2 και ν = 0.15.

Σχήμα 1:Κάτοψη ασύμμετρου 5-ώροφου κτιρίου (διαστάσεις σε m).
Figure 1:Plan of asymmetric 5-storey building (dimensions in m).

3.2. Εύρεση του άξονα βέλτιστης στρέψης και των 
οριζόντιων πλασματικών κύριων αξόνων

Ο κατακόρυφος πλασματικός άξονας υπολογίζεται 
σύμφωνα με τις υποδείξεις του ΕΑΚ 2003. Εκλέγεται το 
δεξιόστροφο σύστημα αναφοράς Oxyz και λαμβάνεται ως 
τέμνουσα βάσης μία αυθαίρετη τιμή, π.χ. Vo = 11500 kN, 
η οποία κατανέμεται τριγωνικά καθ’ ύψος σύμφωνα με τον 

τύπο: Fi = Vo � �
�

ii

i
zm
zm

, από όπου προκύπτουν οι δυνάμεις των 

ορόφων F= [F1 F2…Fi…FN]T. Στη συνέχεια δημιουργείται το 
διάνυσμα Μ των ομόσημων στρεπτικών ροπών Μi = 1⋅Fi.

M5 = 3700 kNm
M4 = 3000 kNm
M3 = 2300 kNm
M2 = 1600 kNm
M1 =   900 kNm
Το χωρικό σύστημα φορτίζεται με το διάνυσμα Μ = [1⋅F1  

1⋅F2… 1⋅Fi … 1⋅FN]T και υπολογίζονται οι μετακινήσεις του 
κάτω αριστερά στύλου της αρχής των αξόνων Οxyz στον 4ο 
όροφο (zo = 0.80H):

ux4 =  3.498⋅10-3 m
uy4 = -3.675⋅10-3 m
θz4 =  3.878⋅10-4 rad
Ο κατακόρυφος πλασματικός ελαστικός άξονας του κτι-

ρίου θα διέρχεται από τον πόλο στροφής P4(xP, yP) της στάθ-
μης zο = 0.80Η, ενώ η θέση του στην κάτοψη θα συμβολίζε-
ται με Pο και θα δείχνει το πλασματικό ελαστικό κέντρο:

xP = ��
�

��
��

�
� �

�

4

3

4z

4y

10878.3
10675.3u

9.48 m
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yP = ��
�

�
��

�
� �

�

4

3

4z

4x

10878.3
10498.3u

9.02 m

3.2.1. Πλασματικοί κύριοι άξονες

Οι δυνάμεις Fi τοποθετούνται στο κατακόρυφο επίπεδο 
που διέρχεται από το σημείο Pο(xP, yP) και είναι παράλληλο 
στον άξονα x. Οι μετατοπίσεις του Ρο στη στάθμη zο= 0.80Η 
λόγω της φόρτισης είναι:
ux,x =  0.03490 m
uy,x =  0.00302 m

Οι δυνάμεις Fi τοποθετούνται στο κατακόρυφο επίπεδο 
που διέρχεται από το σημείο Pο(xP, yP) και είναι παράλληλο 
στον άξονα y. Οι μετατοπίσεις του Ρο στη στάθμη zο= 0.80Η 
λόγω της φόρτισης είναι:
uy,y =  0.03634 m
ux,y =  0.00302 m

Η γωνία ��  που σχηματίζει ο πλασματικός κύριος άξονας 
Ι με τον άξονα x-x του γενικού συστήματος αναφοράς δίδε-
ται από τη σχέση:

tan(2�� ) = 
y,yx,x

y,x

uu
u2
�

�
= 0 � �� = �38.295�

ενώ ο οριζόντιος άξονας που είναι κάθετος στον πλασματι-
κό κύριο άξονα Ι και διέρχεται από το σημείο Ρο της κάτο-
ψης, αποτελεί τον πλασματικό κύριο άξονα ΙΙ του κτιρίου 
(σχήμα 1).

3.2.2. Τέμνουσες βάσης

Υπολογίζονται οι θεμελιώδεις ασύζευκτες ιδιοπερίο-
δοι κατά τις διευθύνσεις Ι και ΙΙ του ασύμμετρου κτιρίου: 
ΤΙ = 0.3463 sec και ΤΙΙ = 0.3778 sec. Συνεπώς, οι τέμνουσες 
βάσης σχεδιασμού V0,I = mtot Φd(TI) και V0,IΙ = mtot Φd(TIΙ) 
κατά τις πλασματικές κύριες διευθύνσεις Ι και ΙΙ μπορούν να 
υπολογιστούν από κάποιον αντισεισμικό κανονισμό. Στην 
παρούσα εργασία χρησιμοποιήθηκε ο ΕΑΚ 2003 ο οποίος 
για έδαφος σεισμικής επικινδυνότητας Γ δίδει οριζόντιες 
συνιστώσες φασματικής επιτάχυνσης σχεδιασμού:

Φd(TI) = Φd(TIΙ) = Φd(T) = �
���

� �
� q

A  0.24g⋅1 �
��
1
5.211

0.6g 

Επομένως, V0,I=V0,IΙ = mtot Φd(T)=(5⋅290)(0.6g)=8534.7kN, από 
όπου προκύπτουν οι οριστικές συνιστώσες Fi του διανύσματος 
F των σεισμικών στατικών δυνάμεων χωριστά για κάθε κύρια 
διεύθυνση του κτιρίου (διανύσματα φόρτισης FΙ και FΙΙ αντί-
στοιχα). Στην προκειμένη περίπτωση προκύπτουν:
FI,5 = FII,5 = 2745.947 kN
FI,4 = FII,4 = 2226.443 kN
FI,3 = FII,3 = 1706.940 kN

FI,2 = FII,2 = 1187.437 kN
FI,1 = FII,1 =   667.933 kN
Με γνωστή τη θέση του πλασματικού ελαστικού κέντρου Ρο 
του κτιρίου, μπορούν τώρα να υπολογιστούν οι ισοδύναμες 
στατικές εκκεντρότητες που καθορίζουν οι σύγχρονοι αντι-
σεισμικοί κανονισμοί (π.χ. efI = 1.50eI, erI = 0.50eI και efII = 
1.50eII, erII = 0.50eII, όπου eI = +1.28m και eΙI = –1.50m).

3.3. Επαλήθευση της βέλτιστης στρέψης με χρήση της 
στατικής μεθόδου

Ως κριτήριο για τη βέλτιστη στρέψη ενός χωρικού συ-
στήματος χρησιμοποιείται η ελαχιστοποίηση του μεγέθους 
2�  της σχ. (2.1), όπου θi η στροφή του ορόφου i περί κατα-

κόρυφο άξονα για στατική φόρτιση του κτιρίου με τα διανύ-
σματα FI και FII των οριζόντιων σεισμικών στατικών δυνά-
μεων κατά τις κύριες διευθύνσεις Ι-Ι και ΙΙ-ΙΙ αντίστοιχα.

Στο σχήμα 2 φαίνεται η κατανομή των στροφών θi των 
ορόφων για δύο περιπτώσεις στατικής φόρτισης. 

��� �������, �������� ��� ����µ����� ����� ����� �� ���
������� (���µ� 1).

3.2.2 ��µ������ �����
������������� �� ��µ�������� ���������� ������������

���� ��� ����������� � ��� �� ��� ���µµ����� �������: �� =
0.3463sec ��� ��� = 0.3778sec. �������, �� ��µ������
����� �������µ�� V0,I = mtot �d(TI) ��� V0,I� = mtot �d(TI�)
���� ��� ����µ������ ������ ����������� � ��� �� µ������
�� ������������ ��� ������� ��������µ��� �������µ�.
���� ������� ������� �����µ��������� � ��� 2003 �
������ ��� ������ ����µ���� ��������������� � �����
���������� ���������� ���µ������ �����������
�������µ��:

�d(TI) = �d(TI�) = �d(T) = �
���

� �
� q

A

= 0.24g�1 �
��
1

5.211 0.6g

���µ����, V0,I=V0,I� = mtot �d(T)=(5�290)(0.6g)=8534.7kN,
��� ���� ���������� �� ��������� ���������� Fi ���
������µ���� F ��� ����µ���� �������� ����µ��� �������
��� ���� ����� ��������� ��� ������� (������µ���
�������� F� ��� F�� ����������). ���� ������µ���
��������� ����������:

FI,5 = FII,5 = 2745.947 kN
FI,4 = FII,4 = 2226.443 kN
FI,3 = FII,3 = 1706.940 kN
FI,2 = FII,2 = 1187.437 kN
FI,1 = FII,1 =   667.933 kN
�� ������ �� ���� ��� ����µ������ ���������

������� �� ��� �������, µ������ ���� �� ������������ ��
�������µ�� �������� ������������� ��� ���������� ��
��������� ��������µ���� �������µ�� (�.�. efI = 1.50eI, erI =
0.50eI ��� efII = 1.50eII, erII = 0.50eII, ���� eI = +1.28m ���
e�I = �1.50m).

3.3.���������� ��� ��������� ������� µ� ����� ���
�������� µ������

�� �������� ��� �� �������� ������ ���� �������
�����µ���� �����µ��������� � �������������� ���
µ������� 2� ��� ��. (2.1), ���� �i � ������ ��� ������ i
���� ���������� ����� ��� ������� ������� ��� �������
µ� �� ������µ��� FI ��� FII ��� ���������� ����µ����
�������� ����µ��� ���� ��� ������ ����������� �-� ��� ��-��
����������.
��� ���µ� 2 �������� � ������µ� ��� ������� �i ���

������ ��� ��� ����������� �������� ��������. ����
����� ���������, �� ���������� ����µ���� ��������
����µ��� FI,i ������������� ���� ���������� ����µ�����
����� (������ ���� ����� ��� ��������� ��� �� ��µ��� ��)
���� �� ��������� �-�, ��� ��� ������� ��������� ��
������µ� FI ������������ ���� ���������� µ����� �����
(������ ���� ����� ��� ��������� ��� �� ��µ��� m) ����
��� ���� ���������. ��� ��� ����� ���������
������������ µ������µ�� ��� ������� ��� ������� ���
����µ� z� = 0.80�, ����� ������ ��� �µ������

���������µ��� µ��� ������ ��� ������� �� ����� µ�
����� ��� �������� ����������. ��� �����, ���� �����
��������� ��������, � ������ ��� ��������� ����� ���
�� ����µ� z� = 0.80� ��������� µ� �������� ���� ���
���� ���������� �������. ������� ��������µ���
���������� µ� ��� ���������� ��� ���������� ����µ����
�������� ����µ��� FI�,i ���� �� ��������� ��-��.

���µ� 2: ������µ� ��� ������� �i ��� ������ ���� ��
��������� �-� ��� ��� ������������ ������ ��� ����������
����µ���� ����µ��� FI,i.

Figure 2: Distribution of rotation �i of floors in the direction I-I
for two different positions of the lateral seismic forces
FI,i.

��� �������� ����� ������� ������� ��� ������� ���
��� ������������� ������������µ��� ��� �����������
�������� ��� ����µ���� ����µ���: �) ��� ����µ����
����µ��� ���������� ���� ��������� ����µ����� �����
����� � (������� FI) ��� �) ��� ����µ���� ����µ���
���������� ���� ��������� ����µ����� ����� ����� ��
(������� FI�). ���� ����� ��������� �� ����������
������� ��� ����µ���� ����µ��� ��������� �� ������
������������ ������ ��� ��� ����� �� (��� 8.53 ��� -12.95).
���� ������� ��������� �� ���������� ������� ���
����µ���� ����µ��� ��������� �� ������ ������������
������ ��� ��� ����� � (��� �12.39 ��� 15.42).
��� ���µ��� 3 ��� 4 ������� � ��µ� ��� ����

log( 2� �min 2� ) ��� ��� �������� ������ ��� �������� FI ���
FII ����������. ������������ ��� ��� ��� ��� ���� ���
������������µ��� ��� ����µ���� ����µ���, �
�������������� ��� ������µ���� ��� ���������� ���
������ ������� ��� ������ ��µ������ ���� ��
���������� ������� ��� ����µ��� ��������� ��� ��
��µ��� ��. ���� �� ����µ���� �������� ����µ��� ����������
��� �� ������ µ���� ��� ������ ��� ����� ����������
���� ��� ����� �, � ��µ� ��� 2� ����� 89.12 �����
µ��������� ��� ��� ���������� ��µ� ��� ������������ ����
�� ������� ��� ����µ���� ����µ��� ��������� ��� ��

m

Σχήμα 2: Κατανομή των στροφών θi των ορόφων κατά τη διεύθυνση 
Ι-Ι για δύο διαφορετικές θέσεις των οριζόντιων σεισμικών 
δυνάμεων FI,i.

Figure 2: Distribution of rotation θi of floors in the direction I-I for 
two different positions of the lateral seismic forces FI,i.

Στην πρώτη περίπτωση, οι οριζόντιες σεισμικές στατικές 
δυνάμεις FI,i τοποθετήθηκαν στον κατακόρυφο πλασματικό 
άξονα (δηλαδή στον άξονα που διέρχεται από το σημείο Ρο) 
κατά τη διεύθυνση Ι-Ι, ενώ στη δεύτερη περίπτωση το διά-
νυσμα FI τοποθετήθηκε στον κατακόρυφο μαζικό άξονα (δη-
λαδή στον άξονα που διέρχεται από το σημείο m) κατά την 
ίδια διεύθυνση. Από την πρώτη περίπτωση παρατηρήθηκε 
μηδενισμός της στροφής του κτιρίου στη στάθμη zο = 0.80Η, 
καθώς επίσης και αμελητέα αναπτυσσόμενη μέση στροφή 
του κτιρίου σε σχέση με αυτήν της δεύτερης περίπτωσης. 
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Επί πλέον, στην πρώτη περίπτωση φόρτισης, ο όροφος που 
βρίσκεται επάνω από τη στάθμη zο = 0.80Η στρέφεται με 
αντίθετη φορά από τους υπόλοιπους ορόφους. Ανάλογα απο-
τελέσματα προκύπτουν με την τοποθέτηση των οριζόντιων 
σεισμικών στατικών δυνάμεων FIΙ,i κατά τη διεύθυνση ΙΙ-ΙΙ.

Στη συνέχεια έγινε στατική ανάλυση του κτιρίου για δύο 
διαφορετικούς προσανατολισμούς του κατακόρυφου επιπέ-
δου των σεισμικών δυνάμεων: α) για σεισμικές δυνάμεις πα-
ράλληλες στον οριζόντιο πλασματικό κύριο άξονα Ι (φόρτιση 
FI) και β) για σεισμικές δυνάμεις παράλληλες στον οριζόντιο 
πλασματικό κύριο άξονα ΙΙ (φόρτιση FIΙ). Στην πρώτη πε-
ρίπτωση το κατακόρυφο επίπεδο των σεισμικών δυνάμεων 
θεωρήθηκε σε πολλές διαφορετικές θέσεις επί τον άξονα ΙΙ 
(από 8.53 έως -12.95). Στην δεύτερη περίπτωση το κατακό-
ρυφο επίπεδο των σεισμικών δυνάμεων θεωρήθηκε σε πολλές 
διαφορετικές θέσεις επί του άξονα Ι (από –12.39 έως 15.42).

Στα σχήματα 3 και 4 δίδεται η τιμή του όρου 
log( 2� �min 2� ) για τις διάφορες θέσεις της φόρτισης FI 
και FII αντίστοιχα. Παρατηρείται εδώ ότι και για τους δύο 
προσανατολισμούς των σεισμικών δυνάμεων, η ελαχιστο-
ποίηση του αθροίσματος των τετραγώνων των γωνιών 
στροφής των ορόφων συμβαίνει όταν το κατακόρυφο 
επίπεδο των δυνάμεων διέρχεται από το σημείο Ρο. Όταν 
οι σεισμικές στατικές δυνάμεις διέρχονται από τα κέντρα 
μάζας των ορόφων και είναι παράλληλες προς τον άξονα 
Ι, η τιμή του 2�  είναι 89.12 φορές μεγαλύτερη από την 
αντίστοιχη τιμή που υπολογίζεται όταν το επίπεδο των σει-
σμικών δυνάμεων διέρχεται από το σημείο Ρο, διότι προκύ-
πτει log( 2� �min 2� ) =1.95 ⇒ 2� = 89.12(min 2� ). Όταν 
οι σεισμικές στατικές δυνάμεις είναι παράλληλες προς τον 
άξονα ΙΙ και το επίπεδό τους διέρχεται από τα κέντρα μάζας 
των ορόφων, η τιμή του 2�  είναι 41.68 φορές μεγαλύτερη 
από την αντίστοιχη τιμή που υπολογίζεται όταν το επίπεδο 
των σεισμικών δυνάμεων διέρχεται από το σημείο Ρο.

Σχήμα 3: Τιμές του όρου log( 2� /min 2� ) για διάφορες θέσεις του κατα-
κόρυφου επιπέδου (Ι,z) των οριζόντιων σεισμικών δυνάμεων FΙ,i.

Figure 3: Values of term log( 2� /min 2� ) for various positions of vertical 
plane (I,z) of lateral seismic forces FI,i.

Σχήμα 4: Τιμές του όρου log( 2� /min 2� ) για διάφορες θέσεις του κατακό-
ρυφου επιπέδου (ΙΙ,z) των οριζόντιων σεισμικών δυνάμεων FΙΙ,i.

Figure 4: Values of term log( 2� /min 2� ) for various positions of vertical 
plane (ΙI,z) of lateral seismic forces FII,i.

Στον πίνακα 1 δίδονται οι μετακινήσεις των σημείων Ρoi 
(i= 1,2,…,N) σε κάθε όροφο, για οριζόντιες σεισμικές στα-
τικές δυνάμεις που διέρχονται από τα σημεία Ρoi και είναι 
παράλληλες: α)στον άξονα Ι (δυνάμεις FI) και β)στον άξονα 
ΙΙ (δυνάμεις FIΙ). 

Παρατηρείται ότι για τις δυνάμεις FΙ, οι μετακινήσεις 
των σημείων Ρoi κατά την ίδια διεύθυνση είναι σημαντικές 
ενώ κατά τη διεύθυνση ΙΙ είναι αμελητέες (όπως και οι 
γωνίες στροφής). Αντίστοιχα για τις δυνάμεις FΙΙ, οι μετα-
κινήσεις των σημείων Ρoi κατά τη διεύθυνση ΙΙ είναι σημα-
ντικές ενώ κατά τη διεύθυνση Ι είναι αμελητέες (όπως και 
οι γωνίες στροφής). Επαληθεύονται επομένως οι ιδιότητες 
α της παραγράφου 2. 

Τέλος, όταν το κατακόρυφο επίπεδο των οριζόντιων σει-
σμικών στατικών δυνάμεων F διαγράφει κύκλο με κέντρο 
το Ρο τότε το σημείο Ρο της στάθμης zo = 0.80H διαγράφει 
έλλειψη. Πράγματι, τα αποτελέσματα της ανάλυσης έδειξαν 
ότι στην περίπτωση που η φόρτιση F τοποθετηθεί κατά 
μήκος των κύριων αξόνων Ι ή ΙΙ, τότε η μετακίνηση του ση-
μείου Ρο της στάθμης zo = 0.80H είναι uI και uΙΙ αντίστοιχα. 
Όταν όμως η φόρτιση F τοποθετηθεί με γωνία 1�� , τότε η 
μετατόπιση του σημείου Ρο της στάθμης zo = 0.80H γίνεται 
κατά γωνία 2��  που είναι διάφορη της 1��  (σχήμα 5). Στην 
περίπτωση λοιπόν περιστροφής (μεταβολής του προσανατο-
λισμού) του διανύσματος της στατικής φόρτισης F γύρω από 
κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το Ρο, η μετατόπιση 
του σημείου Ρο διαγράφει έλλειψη (πίνακας 2). Στην περί-
πτωση του εξεταζόμενου παραδείγματος η εξίσωση της έλ-
λειψης δίδεται από την εξίσωση (3.1) σε συνάρτηση με την 
τέμνουσα βάσης Vο, ενώ οι άξονες της έλλειψης συμπίπτουν 
με τους οριζόντιους πλασματικούς κύριους άξονες Ι και ΙΙ 
του πολυώροφου κτιρίου.

Πίνακας 1: Μετακινήσεις των σημείων Ρoi λόγω των οριζόντιων σεισμικών δυνάμεων FI και FII.
Table 1: Displacements of points Ρoi for lateral seismic forces FI and FII.

FI FII
uI uII �z uI uII �z

Po5 0.028900 -0.000031 -0.000056 -0.000041 0.034400 -0.000065
Po4 0.024100 -0.000001 0.000000 -0.000002 0.028700 0.000001
Po3 0.018200 0.000008 0.000031 0.000015 0.021700 0.000042
Po2 0.011500 -0.000003 0.000037 0.000011 0.013700 0.000053
Po1 0.005233 -0.000015 0.000035 -0.000009 0.006249 0.000043
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3.4. Επαλήθευση της βέλτιστης μεταφορικής 
ταλάντωσης με χρήση της ιδιομορφικής ανάλυσης

Κατά την ιδιομορφική ανάλυση του κτιρίου επιλέχθηκαν 
δύο διαφορετικές θέσεις του κατακόρυφου μαζικού άξονα: 
α) όταν ο μαζικός άξονας συμπίπτει με τον πλασματικό ελα-
στικό άξονα και β) όταν ο μαζικός άξονας διέρχεται από τα 
θεωρητικά κέντρα mi της μάζας των ορόφων. Στον πίνακα 3 
δίδονται οι τρεις πρώτες ιδιομορφές και για τις δύο θέσεις 
του μαζικού άξονα. Κατά την πρώτη περίπτωση που ο μα-
ζικός άξονας συμπίπτει με τον πλασματικό ελαστικό άξονα, 
η ιδιομορφή φ1 είναι κυρίως μεταφορική κατά τη διεύθυνση 
ΙΙ (οι συνιστώσες της φ1 κατά τη διεύθυνση Ι και οι γωνίες 
στροφής περί κατακόρυφο άξονα είναι πολύ μικρές). Ομοί-
ως, η ιδιομορφή φ2 είναι κυρίως μεταφορική κατά τη διεύ-
θυνση Ι (οι συνιστώσες της φ2 κατά τη διεύθυνση ΙΙ και οι 
γωνίες στροφής περί κατακόρυφο άξονα είναι πολύ μικρές). 
Τέλος, η ιδιομορφή φ3 είναι κυρίως στρεπτική περί κατα-
κόρυφο άξονα. Κατά τη δεύτερη περίπτωση που ο μαζικός 
άξονας δεν συμπίπτει με τον πλασματικό ελαστικό άξονα, 

η σύζευξη μεταξύ των τριών συνιστωσών και για τις τρεις 
ιδιομορφές είναι ισχυρή.

Στη συνέχεια έγινε ιδιομορφική ανάλυση για διάφορες θέ-
σεις του κατακόρυφου μαζικού άξονα κατά μήκος της ευθείας 
ΡοΙ (από –12.39 έως 15.42). Για κάθε νέα θέση του μαζικού 
άξονα υπολογίζεται, για την ιδιομορφή φ που κυριαρχούν οι 
μεταφορικές συνιστώσες κατά τη διεύθυνση ΙΙ, ο όρος:

2
5

1 i,II

i,z2
II,u u

C � �
�
�

�
�
�
�

� �
��

όπου:
θz,i η στρεπτική συνιστώσα της ιδιομορφής φ για τον όροφο i .
uII,i η κατά τον άξονα ΙΙ μεταφορική συνιστώσα της ιδιομορ-

φής φ για τον όροφο i .
Η μικρότερη τιμή του όρου 2

II,uC�  εμφανίζεται στην 
περίπτωση κατά την οποία ο κατακόρυφος μαζικός άξονας 

Πίνακας 2: Μετακινήσεις του σημείου Ρο για διάφορους προσανατολισμούς της στατικής φόρτισης F (Vo =11500kN).
Table 2: Displacements of point Po for various orientations of load F (Vo =11500kN).

������������µ��
�������� �� ����
��� ����� x

( 1�� �� µ�����)

������������µ��
µ�������

µ���������� ��� ��
 ( 2�� �� µ�����)

uI
(��� ���

��������� ���
�������)

uI�
(��� ���

��������� ���
�������)

uI�
(��� ���
��. 2.1 ���
��������)

��������
(%)

0.00 4.95 0.0189 0.0178 0.0178 0.10
16.00 20.61 0.0141 0.0233 0.0234 0.18
32.00 34.93 0.0082 0.0271 0.0271 -0.08
51.71 51.78 0.0000 0.0288 0.0288 0.00
64.00 62.00 -0.0051 0.0281 0.0281 0.13
77.00 73.36 -0.0103 0.0260 0.0260 0.02
90.00 85.25 -0.0150 0.0226 0.0226 -0.09

106.00 101.14 -0.0196 0.0168 0.0168 0.16
122.00 118.54 -0.0227 0.0097 0.0097 0.06
141.71 141.56 -0.0241 0.0001 0.0000 0.00
154.00 156.26 -0.0236 -0.0061 0.0061 -0.32
167.00 171.07 -0.0218 -0.0123 0.0124 0.76

Σχήμα 5: Το σημείο Ρο της στάθμης zο=0.80Η διαγράφει έλλειψη 
εξαιτίας της περιστροφής του διανύσματος F περί το Ρο.

Figure 5: The point Po at level zο=0.80Η describes an ellipse when 
the vector F is rotated about Po.
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διέρχεται από το σημείο Ρο. Στο σχήμα 6 δίδονται οι τιμές 

του όρου log 
�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
2
II,u

2
II,u

Cmin

C
 για τις διάφορες θέσεις του μαζι-

κού άξονα. Παρατηρείται εδώ ότι, στην περίπτωση κατά την 
οποία ο μαζικός άξονας διέρχεται από το θεωρητικό κέντρο 
m της μάζας του διαφράγματος, ο όρος 2

II,uC�  είναι 251.19 
φορές μεγαλύτερος του αντίστοιχου όρου που υπολογίζεται 
όταν ο μαζικός άξονας διέρχεται από το σημείο Ρο.

Ομοίως για διάφορες θέσεις του κατακόρυφου μαζικού 
άξονα κατά μήκος της ευθείας ΡοΙΙ (από 8.53 έως –12.95). 
Για κάθε νέα θέση του μαζικού άξονα υπολογίζεται, για την 
ιδιομορφή φ που κυριαρχούν οι μεταφορικές συνιστώσες 
κατά τη διεύθυνση Ι, ο όρος:

Σχήμα 6: Τιμές του όρου log ( 2
II,uC� /min 2

II,uC� ) για διάφορες 
θέσεις του κατακόρυφου μαζικού άξονα κατά μήκος του 
άξονα Ι.

Figure 6: Values of term log ( 2
II,uC� /min 2

II,uC� ) for various 
positions of vertical mass axis along the I-axis.
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όπου:
θz,i η στρεπτική συνιστώσα της ιδιομορφής φ για τον 

όροφο i .
uI,i η κατά τον άξονα Ι μεταφορική συνιστώσα της ιδιομορ-

φής φ για τον όροφο i .
Η μικρότερη τιμή του όρου 2

I,uC�  εμφανίζεται όταν ο κα-
τακόρυφος μαζικός άξονας διέρχεται από το σημείο Ρο.

Στο σχήμα 7 δίδονται οι τιμές του όρου log 
�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
2
I,u

2
I,u

Cmin

C
 

για τις διάφορες θέσεις του μαζικού άξονα. Παρατηρείται 
εδώ ότι, στην περίπτωση κατά την οποία ο κατακόρυφος 
μαζικός άξονας διέρχεται από το θεωρητικό κέντρο m της 
μάζας του διαφράγματος, ο όρος 2

I,uC�  είναι 74.13 φορές 
μεγαλύτερος του αντίστοιχου όρου που υπολογίζεται όταν ο 
μαζικός άξονας διέρχεται από το σημείο Ρο.

Επιβεβαιώνεται επομένως το γεγονός ότι, στην περίπτω-
ση κατά την οποία ο κατακόρυφος μαζικός άξονας διέρχεται 
από το σημείο Ρο, τότε στις πρώτες ιδιομορφές που κυριαρ-
χούν οι μεταφορικές συνιστώσες, η σύζευξη των στρεπτικών 
συνιστωσών με τις μεταφορικές είναι ασθενής (ιδιότητα β1 
της παραγράφου 2).

Πίνακας 3: Ιδιομορφές των ορόφων για δύο θέσεις του κατακόρυ-
φου μαζικού άξονα

Table 3: Mode shapes of floors for two positions of vertical mass 
axis

� µ������ ������ ��������� ��� �� ��
�1

uI uII �z
1�� -0.000322 0.179362 0.001217
2�� 0.000141 0.396140 0.001431
3�� 0.000080 0.629053 0.001014
4�� -0.000636 0.835486 -0.000304
5�� -0.001927 1.000000 -0.002393

�2
1�� 0.178775 -0.000306 0.001070
2�� 0.395858 0.000378 0.000978
3�� 0.628660 0.001037 0.000530
4�� 0.835220 0.000944 -0.000839
5�� 1.000000 0.000183 -0.003061

�3
1�� 0.118884 0.140113 0.166397
2�� 0.145370 0.182370 0.375455
3�� 0.152446 0.159118 0.607764
4�� 0.082289 0.042054 0.821472
5�� -0.059442 -0.150829 1.000000

� µ������ ������ ��������� ��� �� ��
�1

1�� 0.055126 0.187449 0.007879
2�� 0.116454 0.407868 0.016205
3�� 0.180297 0.641586 0.024727
4�� 0.232097 0.843899 0.031432
5�� 0.268000 1.000000 0.035875

�2
1�� 0.184209 -0.058954 0.006837
2�� 0.402292 -0.134589 0.014554
3�� 0.636008 -0.218083 0.023094
4�� 0.840388 -0.296556 0.030385
5�� 1.000000 -0.363936 0.035860

�3
1�� 0.145722 0.055774 -0.057626
2�� 0.356862 0.162848 -0.133534
3�� 0.583430 0.297153 -0.219162
4�� 0.803286 0.443262 -0.300239
5�� 1.000000 0.587133 -0.370748

Σχήμα 7: Τιμές του όρου log ( 2
I,uC� /min 2

I,uC� ) για διάφορες 
θέσεις του κατακόρυφου μαζικού άξονα κατά μήκος του 
άξονα ΙI.

Figure 7: Values of term log log ( 2
I,uC� /min 2

I,uC� ) for various 
positions of vertical mass axis along the II-axis.
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3.5. Επαλήθευση της βέλτιστης μεταφορικής ταλάντω-
σης με χρήση του δυναμικού φασματικού 
υπολογισμού

Στην περίπτωση του δυναμικού φασματικού υπολο-
γισμού για μεταφορική διέγερση της βάσης κατά τις δι-
ευθύνσεις Ι και ΙΙ αντίστοιχα, υπολογίσθηκαν οι μέγιστες 
ελαστικές μη ταυτόχρονες μετατοπίσεις των ορόφων, χρη-
σιμοποιώντας το φάσμα επιταχύνσεων του ΕΑΚ 2003. Στο 
σχήμα 8 παρουσιάζονται, για δύο διαφορετικές περιπτώσεις 
της θέσης των μαζών, οι μέγιστες οριζόντιες μετατοπίσεις 
των ορόφων κανονικοποιημένες ως προς τη μετακίνηση του 
πλασματικού ελαστικού άξονα στην κορυφή του κτιρίου:

Σχήμα 8: Μέγιστες μετατοπίσεις των πέντε ορόφων, κανονικο-ποιη-
μένων ως προς την μετακίνηση του πλασματικού ελαστικού 
άξονα στην κορυφή του κτιρίου, κατά τις διευθύνσεις των 
αξόνων Ι και ΙΙ.

Figure 8: Maximum displacements of the five floors, normalized so 
that the displacement of the fictitious elastic axis at the 
top of the building is 1, along axis I and II.

α) ο μαζικός άξονας διέρχεται από τα θεωρητικά κέντρα 
mi της μάζας των διαφραγμάτων (μετατοπίσεις χωρίς 
διαγράμμιση και τιμές χωρίς παρένθεση του σχήματος 
8). Παρατηρείται εδώ ότι η δεξιά πλευρά στις στάθμες 
των ορόφων παρουσιάζει μεγαλύτερες μετατοπίσεις από 
την αριστερή πλευρά του κτιρίου και αυτό επαληθεύει 
ποιοτικά το γεγονός ότι ο πλασματικός ελαστικός άξονας 
βρίσκεται αριστερά του κέντρου μάζας m κατά τον θετικό 
προσανατολισμό των κύριων αξόνων Ι και ΙΙ (σχήμα 1).

β) ο μαζικός άξονας συμπίπτει με τον πλασματικό ελα-
στικό άξονα (μετατοπίσεις με διαγράμμιση και τιμές 
σε παρένθεση του σχήματος 8). Παρατηρείται εδώ σε 
σχέση με την προηγούμενη περίπτωση, ότι οι όροφοι 
που βρίσκονται επάνω από τη στάθμη zο = 0.80Η εμφα-
νίζουν τη μεγαλύτερη ακραία μετακίνηση στην αριστε-
ρή πλευρά του κτιρίου, σε αντίθεση με τους υπόλοιπους 
ορόφους που παρουσιάζουν μεγαλύτερη ακραία μετα-
κίνηση στη δεξιά πλευρά. Επίσης στη δεύτερη περίπτω-
ση, οι στροφές των ορόφων είναι πολύ μικρές σε σχέση 
με αυτές της πρώτης περίπτωσης.

Επιβεβαιώνεται συνεπώς το γεγονός ότι, στην περίπτω-
ση κατά την οποία ο κατακόρυφος μαζικός άξονας συμπίπτει 
με τον άξονα βέλτιστης στρέψης, η ταλάντωση του κτιρίου 
λόγω σεισμικής διέγερσης παράλληλης ως προς τους κύ-
ριους άξονες Ι και ΙΙ αντίστοιχα, είναι σχεδόν μεταφορική 
(ιδιότητα β2 της παραγράφου 2).

3.6. Επαλήθευση της βέλτιστης μεταφορικής 
ταλάντωσης με χρήση του γραμμικού δυναμικού 
χρονολογικού υπολογισμού

Διενεργήθηκαν γραμμικές δυναμικές χρονολογικές 
αναλύσεις χρησιμοποιώντας τρία επιταχυνσιογραφήματα 
διαφορετικού συχνοτικού περιεχομένου (πίνακας 4), για δύο 
διαφορετικές θέσεις του κατακόρυφου μαζικού άξονα:

Πίνακας 4: Επιταχυνσιογραφήματα
Table 4: Earthquake records
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���������
�µ���µ����
�������
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������
����µ��

�������
����������
�������

�������-
�����µ��
����������
����µ����
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1
Kobe,Japan,
16.01.1995,
M = 6.9

OKJMA Max
PGA =
= 0.821g

h0

2

El Centro,
Imperial
Valley,
19.05.1940,
M = 7.0

USGS
Station 117

Max
PGA =
= 0.313g

S00E

3
�������,
������
14.08.2003,
� = 6.2

������µ���
��������
(����µ��
�����)

Max
PGA =
= 0.420g

�65�

α) όταν ο μαζικός άξονας συμπίπτει με τον πλασματικό 
ελαστικό άξονα. Στην περίπτωση αυτή, η σεισμική 
διέγερση της βάσης του κτιρίου θεωρήθηκε πρώτα πα-
ράλληλη προς τον άξονα Ι και έπειτα παράλληλη προς 
τον άξονα ΙΙ. 
Το χρονολογικό ιστορικό των μετακινήσεων uI και uII 
του κατακόρυφου πλασματικού ελαστικού άξονα στην 
κορυφή του κτιρίου, κατά τους άξονες Ι και ΙΙ, καθώς 
επίσης και των στροφών RΙΙΙ περί κατακόρυφο άξονα 
λόγω των επιταχυνσιογραφημάτων του πίνακα 4, δίδεται 
στα σχήματα 9 και 10 για σεισμική διέγερση της βάσης 
του κτιρίου κατά μήκος των αξόνων Ι και ΙΙ αντίστοιχα.

β) όταν ο μαζικός άξονας διέρχεται από τα θεωρητικά κέ-
ντρα mi της μάζας των ορόφων. 
Και στην περίπτωση αυτή, η σεισμική διέγερση της 
βάσης του κτιρίου θεωρήθηκε πρώτα παράλληλη προς 
τον άξονα Ι και έπειτα παράλληλη προς τον άξονα ΙΙ. Το 
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χρονολογικό ιστορικό των μετακινήσεων uI και uII του 
κατακόρυφου μαζικού άξονα στην κορυφή του κτιρίου, 
κατά τους άξονες Ι και ΙΙ, καθώς επίσης και των στροφών 
Rz περί κατακόρυφο άξονα λόγω των επιταχυνσιογραφη-
μάτων του πίνακα 4, δίδεται στα σχήματα 11 και 12 για 
σεισμική διέγερση της βάσης του κτιρίου κατά μήκος των 
αξόνων Ι και ΙΙ αντίστοιχα.
Στη συνέχεια υπολογίσθηκαν οι μέσοι όροι των μέγι-

στων μη ταυτόχρονων μετατοπίσεων των ορόφων από τις 
αντίστοιχες χρονολογικές αναλύσεις λόγω των τριών διαφο-
ρετικών επιταχυνσιογραφημάτων του πίνακα 4. 

Στο σχήμα 13 παρουσιάζονται, για τις δύο διαφορετικές 
περιπτώσεις της θέσης του κατακόρυφου μαζικού άξονα της 
παραγράφου 3.5., οι μέγιστες οριζόντιες κανονικοποιημένες 
ως προς τη μετακίνηση του πλασματικού ελαστικού άξονα 
στην κορυφή του κτιρίου, μετακινήσεις των ορόφων. Με 
διαγράμμιση και μέσα σε παρένθεση δίδονται οι κανονικο-
ποιημένες μετακινήσεις των ορόφων στην περίπτωση που ο 
κατακόρυφος μαζικός άξονας συμπίπτει με τον πλασματικό 
άξονα, ενώ χωρίς διαγράμμιση και χωρίς παρένθεση οι αντί-
στοιχες κανονικοποιημένες μετακινήσεις στην περίπτωση 
που ο κατακόρυφος μαζικός άξονας διέρχεται από τα θεωρη-
τικά κέντρα της μάζας, mi, των ορόφων.

��� ���������� 3.5., �� µ������� ����������
������������µ���� �� ���� �� µ��������� ���
����µ������ ��������� ����� ���� ������ ��� �������,
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Figure 9: The mass axis coincides with the fictitious elastic axis.
Seismic excitation along I-axis. Time histories of
displacements of the fictitious elastic axis at the top of
the building due to earthquake records: a)Kobe h0, b)
El Centro S00E, c) Lefkada �65� (ITSAK station).
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Figure 10: The mass axis coincides with the fictitious elastic axis.
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���µ� 11: � µ������ ������ ��µ������ µ� �� ������ µ���� mi ���
������. �������� ��������� ���� ����� �.
����������� �������� ��� µ����������� ��� µ������
����� ���� ������ ��� ������� ���� ���
����������������µ����: �)Kobe h0, �)El Centro
S00E, �) �������� �65� (����µ�� �����).
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Figure 9: The mass axis coincides with the fictitious elastic axis.
Seismic excitation along I-axis. Time histories of
displacements of the fictitious elastic axis at the top of
the building due to earthquake records: a)Kobe h0, b)
El Centro S00E, c) Lefkada �65� (ITSAK station).
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Figure 12: The mass axis coincides with the mass centers of the
floors. Seismic excitation along �I-axis. Time histories
of displacements of the fictitious elastic axis at the top
of the building due to earthquake records: a) Kobe h0,
b) El Centro SOOE, c) Lefkada �65� (ITSAK station).
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Σχήμα 12: Ο μαζικός άξονας συμπίπτει με τα κέντρα μάζας mi 
των ορόφων. Διέγερση παράλληλη στον άξονα ΙΙ. 
Χρονολογικό ιστορικό των μετακινήσεων του μαζικού 
άξονα στην κορυφή του κτιρίου λόγω των επιταχυν-
σιογραφημάτων: α) Kobe h0, β) El Centro S00E, γ) 
Λευκάδας Ν65Ε(σταθμός ΙΤΣΑΚ).

Figure 12: The mass axis coincides with the mass centres of the 
floors. Seismic excitation along ΙI-axis. Time histories 
of displacements of the fictitious elastic axis at the top 
of the building due to earthquake records: a) Kobe h0, 
b) El Centro S00E, c) Lefkada Ν65Ε (ITSAK station).

Σχήμα 13: Μέσες τιμές των μέγιστων μετατοπίσεων των πέντε ορό-
φων, κανονικοποιημένες ως προς την μετακίνηση του 
πλασματικού ελαστικού άξονα στην κορυφή του κτιρίου, 
από τον γραμμικό δυναμικό χρονολογικό υπολογισμό 
λόγω των τριών επιταχυνσιογραφημάτων του πίνακα 4, 
κατά τις διευθύνσεις των αξόνων Ι και ΙΙ αντίστοιχα.

Figure 13: Average values of the maximum displacements of the 
five floors, normalized so that the displacement of the 
fictitious elastic axis at the top of the building is 1, due 
to the three earthquake records of table 4 applied along 
axis I and II, respectively.

Από τα διαγράμματα αυτά προκύπτει ότι:
α) όταν ο μαζικός άξονας διέρχεται από τα θεωρητικά κέ-

ντρα mi της μάζας των διαφραγμάτων, τότε η δεξιά πλευ-
ρά στις στάθμες των ορόφων παρουσιάζει μεγαλύτερες 
μετατοπίσεις από την αριστερή πλευρά του κτιρίου και 
αυτό επαληθεύει ποιοτικά το γεγονός ότι ο πλασματικός 
ελαστικός άξονας βρίσκεται αριστερά του κέντρου μάζας 
m κατά το θετικό προσανατολισμό των κυρίων αξόνων Ι 
και ΙΙ (σχήμα 1).

β) όταν ο μαζικός άξονας συμπίπτει με τον πλασματικό 
ελαστικό άξονα, τότε οι αναπτυσσόμενες στροφές είναι 
πολύ μικρές σε σχέση με αυτές της πρώτης περίπτωσης.

γ) εάν συγκριθεί η εικόνα των μετατοπίσεων από το δυ-
ναμικό φασματικό υπολογισμό του σχήματος 8 με την 
αντίστοιχη εικόνα των μέσων τιμών των μετατοπίσεων 
από το γραμμικό δυναμικό χρονολογικό υπολογισμό του 
σχήματος 13, τότε παρατηρούνται μεγάλες ομοιότητες 
τόσο ως προς την κατανομή όσο και ως προς το μέγεθος 
των μετατοπίσεων του κτιρίου.
Συνεπώς επιβεβαιώνεται αριθμητικά ότι, στην περίπτω-

ση κατά την οποία ο κατακόρυφος μαζικός άξονας συμπίπτει 
με τον άξονα βέλτιστης στρέψης, για μεταφορική διέγερση 
της βάσης του κτιρίου παράλληλη προς τους άξονες Ι και ΙΙ 
οι γωνίες στροφής των ορόφων είναι πολύ μικρές και η τα-
λάντωση του κτιρίου γίνεται σχεδόν μεταφορική κατά τους 
άξονες Ι και ΙΙ αντίστοιχα.

4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Σκοπός της παρούσας εργασίας ήταν να διερευνηθούν 
πλήρως τόσο οι στατικές όσο και οι δυναμικές ιδιότητες του 
πλασματικού ελαστικού άξονα (άξονα βέλτιστης στρέψης) 
και των πλασματικών κύριων οριζόντιων διευθύνσεων των 
πολυώροφων ασύμμετρων κτιρίων. Η παραμετρική ανάλυ-
ση (στατική, ιδιομορφική, φασματική και χρονολογική) επι-
βεβαίωσε ότι οι ιδιότητες του κύριου συστήματος Κ(Ι,ΙΙ,ΙΙΙ) 
του μονώροφου κτιρίου ισχύουν προσεγγιστικά και για το 
πλασματικό κύριο σύστημα Ρο(Ι,ΙΙ,ΙΙΙ) των πολυώροφων 
κτιρίων. Ως εκ τούτου το πλασματικό ελαστικό κέντρο 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό της στατικής 
εκκεντρότητας και των ακτίνων δυστρεψίας των πολυώρο-
φων ασύμμετρων κτιρίων ώστε να καταστεί τεκμηριωμένη 
η εφαρμογή της απλοποιημένης φασματικής μεθόδου αντι-
σεισμικού υπολογισμού. 
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Abstract
In the general case of multi-storey buildings, a real vertical elastic 
axis as well as the horizontal principal axes of the structure do 
not exist. To deal with this problem Greek seismic code (EAK 
2003) proposes the documented solution of the fictitious vertical 
elastic axis (named optimum torsion axis), which can be used as 
the real elastic axis of the building. Using the fictitious elastic 
centre, i.e. the point from which the fictitious vertical elastic axis 
and through which the horizontal fictitious principal axes pass, 
allows the application of the simplified lateral loading procedure in 
earthquake resistant design of asymmetric multi-storey buildings.

1. INTRODUCTION

In order to estimate the effect of the lateral-torsional 
coupling on the seismic response of asymmetric systems, 
modern seismic codes [1,2,3,4] generally propose two 
different analysis procedures, based on static and modal 
analyses, respectively. The use of the first procedure is, 
however, only allowed with reference to a restricted category 
of buildings, which are commonly characterized by uniform 
mass and stiffness distribution in elevation. 

According to the lateral load (static) procedure the 
horizontal static seismic forces are applied eccentrically with 
respect to elastic centre. 

The design eccentricities are defined as a function of the 
structural eccentricity, i.e. of the distance from the centre of 
mass to the elastic centre [5,6,7]. In one-storey buildings, the 
elastic centre and the horizontal principal axes are always 
defined. 

In contrast, in multi-storey buildings, except special 
cases, a real vertical elastic axis and vertical planes of 
flexural deformation in elevation do not exist [9,10,11]. 
Therefore, it is impossible to determine the structural 
eccentricity and the torsional stiffness radii of gyration. A 
documented solution to this problem is given by the Greek 
seismic code, according to papers [21,22].

In these papers it has been proved that in every multi-
storey system that is regular in elevation a fictitious principal 
reference system Po (I,II,III) can be always defined. The 
point Po of the floor through which the vertical principal axis 
as well as the two horizontal principal axes I and II pass, 
coincides with the twist centre of the deck located at level 
zo = 0.80H (H the total height of the building) due to static 
seismic forces. 

With respect to the reference system Po (I,II,III), these 
axes have properties which are close enough to the properties 
of real vertical elastic axis and the real horizontal axes of a 
one-storey building [18,19,20].

In the present paper the static and dynamic properties of 
the fictitious principal reference system are investigated by 
means of parametric study for a great number of multi-storey 
asymmetric buildings. 

An indicative numerical example for a five-story 
asymmetric building is presented in order to demonstrate 
the procedure used to verify the properties of the fictitious 
principal reference system.

2. EXAMPLE OF A FIVE-STORY 
ASYMMETRIC BUILDING

The asymmetric mixed type (frames-walls) five-storey 
R/C building shown in figure 1, has total height H = 18.5m. 
The first storey has height 4.50m and the other four-storeys 
have height 3.50m. 

The section of columns of the first and second storey is 
0.60×0.60(m) and of the other three-storeys is 0.50×0.50(m). 
Structural walls have sections 0.30×2.00(m) in all storeys. 
Moment of inertia of all beams is Ig,b= 0.0103m4. In the 
analyses, the initial flexure stiffness of elements sections 
was taken into account. Every diaphragm possesses mass 
m = 290t (SI) and mass moment of inertia Jm = m�r2 
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=17324.28tm2 around the vertical axis passing through the 
centre of mass m.

Centres of mass m of all floors coincide with the 
geometric centres of the diaphragms. The modulus of 
elasticity is E = 29000000 kN/m2 and Poisson’s ratio is ν 
= 0.15. The location, in the plan, of the fictitious elastic 
centre Po was calculated, according to the procedure that is 
presented in section 3.2. 

The static eccentricities of the building with respect to 
the reference system mxyz were calculated eI = 1.28(m) 
and eII = -1.50(m). The angle between I-axis (horizontal 
fictitious principal axis) and x-axis was computed, too: ��
= –38.295°. For the verification of optimum torsion, static 
analysis of the building was performed for two different 
groups of orientations of the vertical plane of static lateral 
seismic forces: 
a) static forces parallel to the horizontal fictitious principal 

axis I (load FI) and 
b) static forces parallel to the horizontal fictitious principal 

axis II (load FII). The vertical plane of loads FI and FII 
was placed in various positions along II-axis and I-axis, 
respectively. 
For every position of the forces, the value 2�  (equation 

2.1) was calculated. In figures 3 and 4 the values of term 
log ( 2� ⁄min 2� ) are presented for various positions of force 
vector FI and FII respectively. In table 1, the displacements of 
point Poi (where Poi is the trace of the vertical fictitious elastic 
axis at floor i) are given, when the vertical plane of seismic 
forces passes through the fictitious elastic centre Po and is 
parallel: a) to the I-axis (force vector FI) and b) to the II-axis 
(force vector FII).

Furthermore, the point Po of level zo = 0.80H, for 
various orientations of the lateral static force F which passes 
through the optimum torsion axis of building, moves on the 
periphery of an ellipse (table 2 and figure 5). The equation 
of the ellipse is expressed by equation 3.1, as a function of 
the base shear Vo.

Also, modal analysis was performed for two different 
positions of the vertical mass axis: 
a) the mass axis coincides with the fictitious elastic axis, 

and 
b) the mass axis passes through the centres of geometry mi 

of the floor plan. In table 3, the first three mode shapes for 
both positions of the mass axis are presented. In addition, 
modal analyses were performed for various positions of 
the mass axis, along the horizontal fictitious principal 
axes Po,I and Po,II.

In figures 6 and 7, the values of the terms log 
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 are given, for various 

positions of the vertical mass axis along the directions I-I 
and II-II, respectively.

Moreover, response spectrum analyses were carried 

out under translational ground motion along the horizontal 
fictitious principal axes I and II using the design acceleration 
response spectrum of EAK 2003. In figure 8, the maximum 
horizontal displacements of floors, which are normalized 
with respect to the displacement of the fictitious elastic axis 
at the top of the building are presented for two different 
locations of the vertical mass axis: 
a) the vertical mass axis coincides with the vertical optimum 

torsion axis (displacements with hatch and values into 
parentheses in figure 8), and 

b) the vertical mass axis is located in the geometric centre 
of the floor plan (displacements without hatch and values 
without parentheses in figure 8).
Finally, linear response history analyses were performed 

using the three earthquake records presented in table 4, for 
two different positions of the vertical mass axis:
a) The vertical mass axis coincides with the fictitious elastic 

axis. In Figs 9 and 10 the time histories of displacements 
uI, uII and rotations RIII of the fictitious elastic axis at the 
top of the building are presented. 

b) The vertical mass axis passes through the mass centre m. 
In figs 11 and 12 the time histories of displacements uI, uII 
and rotations Rz of the fictitious elastic axis at the top of 
the building are presented.

In addition, the average values of the maximum non-
simultaneous displacements of the floors were calculated. 
These displacements were normalised with respect to the 
displacement of the fictitious elastic axis at the top of the 
building. In figure 13, the average values of the maximum 
displacements along axes I and II, respectively, due to 
earthquake excitation along the same axes are presented.

3. CONCLUSIONS

The results of the parametric study lead to the following 
conclusions:
• If the vertical plane of the lateral static seismic forces 

passes through the fictitious elastic centre Po and is parallel 
to the fictitious principal I-axis, then the sum of squares 
of the deck rotations is minimum and the sum of squares 
of the deck displacements along the fictitious principal 
II-axis is minimum (state of optimum static torsion). 
Similarly, for lateral seismic forces along the II-axis.

• When the vertical mass axis coincides with the fictitious 
elastic axis then in the first two mode shapes of the 
system, in which the translational components dominate, 
the translational and rotational components are weakly 
coupled.

• When the vertical mass axis coincides with the fictitious 
elastic axis then the earthquake ground motion along 
the fictitious principal I-axis or II-axis causes nearly 
translational vibration along the same axis. In this case, 
the maximum deck rotations are very small.
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• Finally, in case the mass axis does not coincide with 
the fictitious elastic axis, the translational and rotational 
components of motion are strongly coupled.
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Hence, it is clear that the properties of the fictitious principal 
system of multi-storey buildings are close enough to the 
properties of the real principal system of a one-storey building.


