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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Είναι ευρέως αποδεκτό ότι η δυναµική απόκριση ενός οποιουδήποτε συστήµατος 
αντιστήριξης δεν είναι ακόµα πλήρως κατανοητή, κυρίως λόγω της δυναµικής αλληλεπίδρασης 
ανάµεσα στο σύστηµα και στο αντιστηριζόµενο υλικό. Η περίπτωση δε κατά την οποία το 
αντιστηριζόµενο υλικό είναι υγρό, όπως είναι το νερό σε φράγµατα, παρουσιάζει ακόµα 
µεγαλύτερο ενδιαφέρον για τους επιστήµονες της σεισµικής µηχανικής, καθώς κατά τη διάρκεια 
µιας σεισµικής διέγερσης αναπτύσσονται σηµαντικές υδροδυναµικές ωθήσεις πάνω στο σώµα του 
φράγµατος. Στην παρούσα εργασία διερευνάται η δυναµική αλληλεπίδραση µεταξύ φράγµατος και 
νερού και αναπτύσσεται µια κλειστή αναλυτική λύση για τον υπολογισµό των υδροδυναµικών 
ωθήσεων που ενεργούν σε ένα άκαµπτο φράγµα, επίσης, να επαληθευθούν τα αποτελέσµατα της 
αναλυτικής λύσης πραγµατοποιούνται και αριθµητικές αναλύσεις πεπερασµένων στοιχείων.  

1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Η δυναµική απόκριση διαφόρων τύπων φραγµάτων που συγκρατούν µια ηµιάπειρη στρώση νερού 
έχει εξεταστεί στο παρελθόν αναλυτικά, αριθµητικά και πειραµατικά. Μέχρι και τη σηµερινή 
εποχή ο σχεδιασµός των φραγµάτων, εύκαµπτων ή µη, γίνεται µε τη µέθοδο που περιγράφηκε για 
πρώτη φορά στην πρωτοποριακή εργασία του Westergaard {11}, στην οποία (α) το φράγµα 
θεωρείται άκαµπτο, (β) το νερό θεωρείται ασυµπίεστο, και (γ) το νερό εκτείνεται σε άπειρη 
θεωρητικά απόσταση πίσω από το φράγµα (σχηµατίζει µια ηµιάπειρη στρώση). Οι 
προαναφερθείσες παραδοχές οδηγούν σε αυξηµένες ωθήσεις πίσω από τα φράγµατα. Συνεπώς, 
επειδή οδηγούν σε µάλλον συντηρητικό σχεδιασµό, θα πρέπει να επανεξεταστεί το κατά πόσο 
ισχύουν στην πραγµατικότητα, για να γίνει µια πιο σωστή εκτίµηση της υδροδυναµικής 
καταπόνησης των φραγµάτων, έτσι ώστε να είναι δυνατός ο οικονοµικότερος σχεδιασµός τους.  
Η µελέτη των υδροδυναµικών πιέσεων σε άκαµπτα φράγµατα που οφείλονται σε οριζόντια 
εδαφική κίνηση λόγω σεισµού ξεκίνησε, όπως προαναφέρθηκε, µε την εργασία του Westergaard 
{11}. Υποθέτοντας ότι το νερό είναι ασυµπίεστο υγρό, καθορίστηκαν πειραµατικά οι 
υδροδυναµικές ωθήσεις σε φράγµατα ({12}, {13}). Εν συνεχεία αναπτύχθηκαν περισσότερες και 
πιο εµπεριστατωµένες µελέτες των υδροδυναµικών πιέσεων πίσω από άκαµπτα φράγµατα 
οφειλόµενες τόσο σε οριζόντια όσο και σε κατακόρυφη εδαφική κίνηση ({2},{9}).  
Οι δυνατότητες που προσφέρει η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων (Π.Σ.) στην εκτίµηση των 
ωθήσεων σε φράγµατα έγιναν αντιληπτές από νωρίς. Πολλές από τις πρώτες εφαρµογές της 
µεθόδου των Π.Σ. σε κατασκευές πολιτικού µηχανικού έγιναν σε κατασκευές που περιελάµβαναν 
φράγµατα είτε κατασκευασµένα από τεχνητά υλικά (βλ. {6} και {7}), είτε από συµπιεσµένο 
έδαφος (αναχώµατα) {8}. Η δοµητική αστοχία του φράγµατος Koyna το ∆εκέµβριο του 1967 



ενίσχυσε την άποψη ότι τα φράγµατα βαρύτητας από ωπλισµένο σκυρόδεµα δεν είναι και τόσο 
ανθεκτικά έναντι σεισµού, όπως είχε αρχικώς θεωρηθεί. 
Μια πιο αποτελεσµατική προσέγγιση της αλληλεπίδρασης φράγµατος-νερού είναι η θεώρηση του 
φράγµατος και του νερού ως δυο ξεχωριστών τµηµάτων, οι αποκρίσεις των οποίων επηρεάζονται η 
µία από την άλλη λόγω των δυνάµεων που αναπτύσσονται στη διεπιφάνειά τους. Από τις δυο αυτές 
περιοχές, το φράγµα, το οποίο έχει γενικά αυθαίρετη γεωµετρία, διακριτοποιείται σε δίκτυο 
πεπερασµένων στοιχείων, ενώ το συγκρατούµενο νερό δεν διακριτοποιείται, αλλά θεωρείται ως 
συνεχές µέσο, θεώρηση που ταιριάζει στην απλή γεωµετρία του σε συνδυασµό µε την άπειρη 
θεωρητικά έκταση της επιφάνειάς του, η οποία για να επιλυθεί µέσω διακριτοποίησης θα 
απαιτούσε πολύ µεγάλο υπολογιστικό φόρτο ({4}, {5}). Αποδείχτηκε δε ότι η παραπάνω 
αλληλεπίδραση, καθώς και η συµπιεστότητα του νερού παίζουν πολύ σηµαντικό ρόλο στη 
δυναµική συµπεριφορά των φραγµάτων βαρύτητας από ωπλισµένο σκυρόδεµα {3}. Τέλος, 
υπάρχει και η δυνατότητα προσοµοίωσης του νερού µε ηµιάπειρα πεπερασµένα στοιχεία {10}.  
Η παρούσα εργασία σκοπό έχει να µελετήσει την επίδραση που έχουν τα σεισµικά φορτία, στην 
πρόσθετη δυναµική καταπόνηση ενός φράγµατος λόγω του νερού που αυτό κατακρατά. Η µελέτη 
του σύνθετου φαινοµένου της δυναµικής αλληλεπίδρασης µεταξύ φράγµατος και νερού γίνεται µε 
δύο τρόπους: (α) µέσω της προτεινόµενης αυστηρής κλειστής αναλυτικής λύσης, και (β) µε 
αριθµητική προσοµοίωση πεπερασµένων στοιχείων. Για να αποµονωθεί η επίδραση της 
ενδοσιµότητας του φράγµατος θεωρείται ότι αυτό είναι άκαµπτο και πακτωµένο στη βάση του. 
∆ίνεται έµφαση στον υπολογισµό των υδροδυναµικών ωθήσεων που αναπτύσσονται πίσω από το 
φράγµα καθώς και στην εντατική και παραµορφωσιακή κατάσταση στα διάφορα σηµεία του 
νερού. Το τελευταίο επιτυγχάνεται µέσω κατάλληλων τριδιάστατων διαγραµµάτων.  
Η δυναµική απόκριση ενός συστήµατος εξαρτάται πάντα από τα χαρακτηριστικά της σεισµικής 
δόνησης (στο πεδίο του χρόνου και στο πεδίο των συχνοτήτων). Ωστόσο, για να εξαλειφθούν οι 
επιδράσεις των χαρακτηριστικών αυτών στη δυναµική αλληλεπίδραση φράγµατος-νερού, 
χρησιµοποιήθηκε σε όλες τις αναλύσεις αρµονική διέγερση στη βάση µοναδιαίου πλάτους, οιονεί 
στατική. Τα αποτελέσµατα της παρούσας διερεύνησης αποδεικνύουν ότι υπάρχει σαφής εξάρτηση 
της δυναµικής καταπόνησης ενός φράγµατος και της οριζόντιας απόστασης µέχρι την οποία 
εκτείνεται το κατακρατούµενο νερό στα κατάντη του.  

2 ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 
Το προσοµοίωµα που µελετήθηκε στην παρούσα εργασία αποτελείται από ένα άκαµπτο φράγµα 
που συγκρατεί µία ηµιάπειρη στρώση νερού (εκτείνεται από το φράγµα µέχρι το άπειρο), όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 1. Είναι ένα σύστηµα επίπεδης παραµόρφωσης και το κατώτερο οριζόντιο 
σύνορο (βάση) αντιπροσωπεύει ένα άκαµπτο στρώµα βράχου, το οποίο δεν επιτρέπει καµία 
σχετική παραµόρφωση µεταξύ δύο οποιωνδήποτε σηµείων του. Το φράγµα συνδέεται µονολιθικά 
µε την άκαµπτη βάση, κάθετα προς αυτή. Το ακραίο κατακόρυφο σύνορο αντιπροσωπεύει 
ανένδοτο φράγµα το οποίο είναι λείο όταν έρχεται σε επαφή µε το κατακρατούµενο νερό.  
Με βάση την προαναφερθείσα θεώρηση, το υγρό µπορεί να ολισθαίνει στις διεπιφάνειές του µε το 
φράγµα και τη βάση χωρίς να αναπτύσσονται τριβές. Η ηµιάπειρη στρώση περιλαµβάνει νερό µε 
σταθερό µέτρο διόγκωσης και πυκνότητα. Η υδάτινη αυτή στρώση υποβάλλεται σε οιονεί-στατική 
αρµονική διέγερση, ενώ το ζητούµενο είναι οι αναπτυσσόµενες υδροδυναµικές ωθήσεις πίσω από 
το φράγµα και η εντατική και παραµορφωσιακή κατάσταση του κατακρατούµενου νερού σε όλη 
την έκτασή του. 
Θα ήταν σκόπιµο να αναφερθεί ότι το εν λόγω προσοµοίωµα αποτελεί ειδική περίπτωση ενός 
γενικότερου συστήµατος συγκράτησης νερού που απεικονίζεται στο Σχήµα 2. Το προσοµοίωµα 
του Σχήµατος 1 προκύπτει από αυτό του Σχήµατος 2, για την περίπτωση όπου η απόσταση µεταξύ 
των φραγµάτων L απειρίζεται και συνεπώς εκµηδενίζεται η αλληλεπίδραση µεταξύ των 
φραγµάτων. Να σηµειωθεί ότι η κατασκευή του Σχήµατος 2 δεν αντιστοιχεί κατ’ ανάγκη σε ζεύγος 



φραγµάτων. Μπορεί να προσοµοιώσει και τις δύσκαµπτες όχθες ενός ποταµού ή φρεατίου, ή 
ακόµα και µια δεξαµενή νερού της οποίας τα τοιχώµατα είναι δύσκαµπτα (συνήθως από 
ωπλισµένο σκυρόδεµα). Έτσι, γίνεται σαφές ότι η αλληλεπίδραση δυο άκαµπτων «φραγµάτων» σε 
κοντινή απόσταση µεταξύ τους είναι θέµα πρωτεύουσας σηµασίας για τον αντισεισµικό σχεδιασµό 
των κατασκευών συγκράτησης νερού γενικά. Για τους παραπάνω λόγους στην παρούσα εργασία 
θα εξεταστεί διεξοδικά το σύστηµα του Σχήµατος 2, αφού αποτελεί τη γενικότερη περίπτωση του 
«απλού» συστήµατος του Σχήµατος 1.  
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Σχήµα 1: Το αρχικό σύστηµα που εξετάστηκε στην παρούσα εργασία: άκαµπτο φράγµα, πακτωµένο σε 
άκαµπτη βάση το οποίο συγκρατεί οµοιογενές νερό που συµπεριφέρεται γραµµικά ελαστικά. 

 

0

0
xy

v

τ =

=

0
0xy

u
τ
=
=

0

0
y

xy

σ

τ

=

=
,y v

,x u

H

L

i t
g gx X e ω=

Άκαµπτη βάση

∆ύσκαµπτα 
φράγµατα

Οµογενές ελαστικό 
στρώµα νερού 

(επίπεδη 
παραµόρφωση)

 
Σχήµα 2: Το γενικότερο σύστηµα που εξετάστηκε στην παρούσα εργασία: ∆ύο άκαµπτα φράγµατα µε 
απόσταση L, πακτωµένα σε άκαµπτη βάση ανάµεσα στα οποία κατακρατείται οµοιογενές νερό, που 
συµπεριφέρεται γραµµικά ελαστικά. 



Όταν αναφέρονται στο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων x, y του Σχήµατος 2, οι εξισώσεις της 
εντατικής κατάστασης του νερού µπορούν να γραφούν ως: 
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στις οποίες xσ  και yσ  είναι οι ορθές τάσεις σε ένα τυχαίο σηµείο και χρονική στιγµή κατά µήκος 
των συντεταγµένων x  και , αντίστοιχα,  και  είναι οι αντίστοιχες µετατοπίσεις σχετικά µε 
τη βάση xy

y u v
τ  είναι η διατµητική τάση στο επίπεδο xy  και ξ  και η  είναι αδιάστατες συντεταγµένες 

θέσης ορισµένες από τις σχέσεις /x Hξ =  και /h y H= . Ο όρος gx&&  είναι η επιτάχυνση της 
επιβαλλόµενης διέγερσης στη βάση. Η σύµβαση προσήµων για τις τάσεις και τις µετατοπίσεις 
είναι αυτή που χρησιµοποιείται στην θεωρία ελαστικότητας. Ειδικότερα, οι µετατοπίσεις είναι 
θετικές όταν κατευθύνονται κατά τη θετική φορά των αντίστοιχων αξόνων και οι ορθές τάσεις 
είναι θετικές όταν προκαλούν εφελκυσµό. ∆ιατµητικές τάσεις δεν αναπτύσσονται πουθενά µέσα 
στο νερό, και έτσι θεωρούνται εξ’ ορισµού µηδενικές.  
Για τις συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης που εξετάζονται στην παρούσα εργασία, οι τάσεις 
συνδέονται µε τις µετατοπίσεις µέσω των σχέσεων: 
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όπου  είναι το σταθερό µέτρο διόγκωσης του νερού. Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι 
σε κάθε σηµείο του νερού οι οριζόντιες και οι κατακόρυφες ορθές τάσεις είναι ίσες, όπως 
προκύπτει από τις σχέσεις (3) και (4). Το νερό δεν είναι δυνατόν να εµφανίζει απόσβεση υλικού, 
µε την έννοια που αυτά εµφανίζεται σε εδαφικά υλικά. Ο λόγος είναι προφανής, αφού  ως γνωστόν 
η απόσβεση 

K

δ  συνδέει τις διατµητικές τάσεις που αναπτύσσονται σε ένα στερεό µε το ρυθµό 
µεταβολής της διατµητικής παραµόρφωσης 
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δεν µπορεί να υπάρξει και απόσβεση.  
Συνεπώς, για µια αρµονική διέγερση µε επιτάχυνση: 

( ) i t
g gx t X e ω=&&   (5) 

µπορεί να γίνει διαχωρισµός των µεταβλητών ξ, h γράφοντας τις συναρτήσεις των µετατοπίσεων 
ως εξής: 
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όπου gX  είναι το πλάτος της επιβαλλόµενης στη βάση επιτάχυνσης, ω  η κυκλική συχνότητα της 
διέγερσης και της προκύπτουσας απόκρισης και ( , ), ( , )U h V hξ ξ  είναι πραγµατικές συναρτήσεις 
που εκφράζουν τα πλάτη των αντίστοιχων σχετικών µετακινήσεων. Μετά την αντικατάσταση των 
εξισώσεων (3) και (4) στις (1) και (2), και µε απαλοιφή του κοινού παράγοντα i te ω  στα δύο µέλη 
των εξισώσεων, προκύπτει ότι: 
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Είναι προφανές ότι στις διεπιφάνειες των τοίχων δεν υπάρχουν διατµητικές τάσεις, ενώ οι σχετικές 
µετατοπίσεις του εδάφους στις ίδιες θέσεις θα είναι µηδενικές, δηλαδή δεν υπάρχει αποκόλληση 
του νερού από τα φράγµατα σε αυτές τις θέσεις. Λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (6) και (7), οι (8) 
και (9) µετά από πράξεις και απαλοιφή των συναρτήσεων του ξ θα δώσουν ένα σύστηµα συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων, οι λύσεις των οποίων είναι συντελεστές αθροισµάτων. Αν τεθεί: 

2 2 2 2

2

nR
l K
π ω ρ

= −
H

  (10) 

οι συναρτήσεις µετατόπισης είναι: 
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όπου ο συντελεστής  δίνεται από τη σχέση: na
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Οι συντελεστές 1 2  θα προσδιοριστούν µε βάση τις συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος 
στο πάνω και κάτω οριζόντιο σύνορο του αντιστηριζόµενου µέσου. Οι δύο συνοριακές συνθήκες 
που επιβάλλονται είναι µηδενικές κατακόρυφες ορθές τάσεις στην ελεύθερη επιφάνεια και 
µηδενικές κατακόρυφες µετατοπίσεις στον πυθµένα. Αυτές θα δώσουν τελικά: 
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Συνεπώς, οι συναρτήσεις µετατόπισης θα είναι: 
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Πρέπει να τονιστεί ότι όλα τα παραπάνω ισχύουν για µικρές µετατοπίσεις, ώστε να βρισκόµαστε 
µέσα στα όρια της ελαστικότητας. Για µεγαλύτερες µετατοπίσεις η αντιµετώπιση είναι 
διαφορετική. Στην περίπτωση του συντονισµού, τόσο οι µετατοπίσεις, όσο και οι ωθήσεις, επειδή 
δεν υπάρχει πουθενά απόσβεση στο σύστηµα που εξετάζεται, απειρίζονται. Αυτό έρχεται σε 
αντίθεση µε την παραδοχή των µικρών µετατοπίσεων που προαναφέρθηκε ως βασική προϋπόθεση 
της προτεινόµενης µεθοδολογίας. Άρα για να είναι ακριβείς οι υπολογισµοί, θα πρέπει να τονισθεί 
ότι οι ωθήσεις που υπολογίζονται µε την παραπάνω µεθοδολογία ισχύουν µόνο για οιονεί στατικές 
διεγέρσεις, όπου το σύστηµα είναι µακριά από την θεµελιώδη ιδιοσυχνότητά του. Εκτός από τις 
µεγάλες µετατοπίσεις, στην περίπτωση του συντονισµού θα πρέπει να ληφθούν υπόψη η 
δηµιουργία επιφανειακών κυµάτων, η οποία οπωσδήποτε καταργεί τη συνοριακή συνθήκη στην 
επιφάνεια του νερού της µη ύπαρξης κατακόρυφων ορθών τάσεων, καθώς και η ανάπτυξη 
κινηµατικών τριβών ανάµεσα στο νερό και τις εσωτερικές επιφάνειες των φραγµάτων και της 
βάσης, µέσω του κινηµατικού ιξώδους του νερού. 
Για τους παραπάνω λόγους, η ανάλυση που γίνεται στην παρούσα εργασία αφορά µόνο οιονεί 
στατικές διεγέρσεις. Πιο συγκεκριµένα η αρµονική διέγερση που επιβάλλεται στη βάση έχει 
συχνότητα 5 Hz ενώ η θεµελιώδης ιδιοσυχνότητα του εξεταζόµενου συστήµατος για / 1L H 0=  
υπολογίσθηκε ότι είναι περίπου ίση µε 47 Hz, και για µικρότερες τιµές του λόγου , όπου το 
σύστηµα γίνεται πιο δύσκαµπτο, η συχνότητα αυτή αυξάνεται. Συνεπώς, η επιβαλλόµενη διέγερση 
µπορεί να θεωρηθεί, χωρίς να τίθεται θέµα προσέγγισης, οιονεί-στατική. Επίσης, να σηµειωθεί ότι 
για L/H=10, η αλληλεπίδραση µεταξύ των δυο φραγµάτων πρακτικά εκµηδενίζεται. Ουσιαστικά, 
τα δυο φράγµατα συµπεριφέρονται ανεξάρτητα το ένα από το άλλο, και η (κοινή) τους απόκριση 
είναι ακριβώς ίδια µε αυτή που θα είχε ένα φράγµα που αντιστηρίζει ηµιάπειρη στρώση νερού.  

/L H

Τα αποτελέσµατα της προτεινόµενης αναλυτικής λύσης παρουσιάζονται στα επόµενα διαγράµµατα 
για τη δηµιουργία των οποίων χρησιµοποιήθηκε η γλώσσα προγραµµατισµού MAPLE. Στο Σχήµα 
3, παριστάνεται το διάγραµµα των ωθήσεων που αναπτύσσονται πίσω από άκαµπτο φράγµα που 
κατακρατά ηµιάπειρη στρώση νερού για την περίπτωση της οιονεί στατικής φόρτισης. 
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Σχήµα 3: Οιονεί στατικές υδροδυναµικές ωθήσεις που αναπτύσσονται πίσω από άκαµπτο φράγµα για τις δύο 
ακραίες περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ των φραγµάτων: α) L/H=1: ύπαρξη αλληλεπίδρασης, και β) 
L/H=10: απουσία αλληλεπίδρασης. 



Παρατηρείται ότι οι υδροδυναµικές ωθήσεις παίρνουν τη µέγιστη τιµή τους στη βάση του 
φράγµατος και µηδενίζονται στην κορυφή του. Εξάλλου, στην κορυφή του φράγµατος η 
κατακόρυφη ορθή τάση είναι µηδενική και επειδή, όπως παρουσιάστηκε στην περιγραφή της 
αναλυτική λύση, οι οριζόντιες ορθές τάσεις είναι ίσες µε τις αντίστοιχες κατακόρυφες σε όλα τα 
σηµεία του αντιστηριζόµενου νερού, όποτε και οι οριζόντιες ορθές τάσεις στην κορυφή του 
φράγµατος θα είναι µηδενικές. 
Στο Σχήµα 4 απεικονίζονται η τέµνουσα και η ροπή, αντίστοιχα, που αναπτύσσονται στη βάση του 
φράγµατος για οιονεί στατική διέγερση συναρτήσει της απόστασης µεταξύ των δυο άκαµπτων 
φραγµάτων στη δεξαµενή. Είναι σαφές ότι όσο µεταβάλλεται η απόσταση µεταξύ των φραγµάτων, 
τόσο αυξάνονται γενικά οι δράσεις (τέµνουσα και ροπή) στη βάση τους. Για µικρές αποστάσεις 
µεταξύ των φραγµάτων η µάζα του νερού που είναι εγκλωβισµένη ανάµεσά τους είναι µικρή και 
έτσι δεν αναπτύσσει µεγάλες αδρανειακές δυνάµεις. Πρακτικά οι δράσεις σταθεροποιούνται για 
τιµές του λόγου L/H > 4.  
 

/L H/L H

2/b gV H Xρ
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Σχήµα 4: Οιονεί-στατική τέµνουσα και ροπή που αναπτύσσονται στη βάση των άκαµπτων φραγµάτων σε 
συνάρτηση µε την απόσταση µεταξύ τους. 

Η τέµνουσα στη βάση παίρνει τιµή 0.54ρH2Xg για µεγάλες αποστάσεις µεταξύ των φραγµάτων, 
δηλαδή ουσιαστικά για ένα και µοναδικό φράγµα. Αντίστοιχα, η ροπή στη βάση παίρνει τιµή 
0.54ρH3Xg. Υπενθυµίζεται ότι Xg είναι το πλάτος της αρµονικής επιτάχυνσης που επιβάλλεται στη 
βάση. 
Στο Σχήµα 5 παρουσιάζεται η κατανοµή των αδιαστατοποιηµένων υδροδυναµικών πιέσεων που 
αναπτύσσονται στο κατακρατούµενο νερό κατά ύψος και κατά µήκος της υδάτινης δεξαµενής. Στο 
διάγραµµα αυτό, το επίπεδο που ορίζεται από τους άξονες ξ-h (ξ είναι η αδιαστατοποιηµένη 
απόσταση από το ένα φράγµα και h είναι το αδιαστατοποιηµένο ύψος από τον πυθµένα) είναι το 
επίπεδο του προσοµοιώµατος που εξετάζεται, δηλαδή στα τριδιάστατα διαγράµµατα το 
προσοµοίωµα είναι κατακεκλιµµένο στη βάση τους. Στον κατακόρυφο άξονα απεικονίζεται η 
εκάστοτε θεωρούµενη ποσότητα, που στην εξεταζόµενη περίπτωση είναι η υδροδυναµική πίεση. 
Παρατηρείται ότι οι ορθές τάσεις µεταβάλλονται κατά πλάτος και όχι κατά µήκος του 
διαγράµµατος, πράγµα λογικό αφού ως γνωστόν µέσα στη µάζα του νερού δεν αναπτύσσονται 
διατµητικές τάσεις για να επιφέρουν µεταβολή στην εντατική του κατάσταση κατά µήκος. Επίσης, 
είναι πρόδηλο ότι δεν υπάρχουν διαφορές ως προς το σχήµα της κατανοµής στα δυο σχήµατα. Το 
µόνο που µεταβάλλεται µε την απόσταση µεταξύ των φραγµάτων είναι το µέγεθος των ωθήσεων. 
Στο Σχήµα 6 φαίνεται η κατανοµή των αδιαστατοποιηµένων οριζόντιων µετατοπίσεων στα 
διάφορα σηµεία του νερού για τις περιπτώσεις L/H=10 και L/H=1. Στις περιοχές που βρίσκονται 
κοντά στα φράγµατα οι µετατοπίσεις είναι µειωµένες, επειδή τα τελευταία είναι άκαµπτα. Σε 
περιοχές που βρίσκονται κοντά στον άξονα συµµετρίας του προσοµοιώµατος, µακριά από τα 
φράγµατα, οι µετατοπίσεις παίρνουν τη µέγιστη τιµή τους ενώ ταυτόχρονα σταθεροποιούνται. Στη 



περίπτωση που τα φράγµατα δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους (για L/H=10), τότε κατά µήκος της 
διεπιφάνειας του νερού µε τη βάση παρατηρείται ότι οι µετατοπίσεις είναι σχεδόν ίσες µε αυτές 
που αναπτύσσονται στην επιφάνεια. Αυτό δεν συµβαίνει όταν υπάρχει αλληλεπίδραση µεταξύ των 
φραγµάτων (για L/H=1), όπου οι µετατοπίσεις εµφανίζουν έντονη µεταβολή κατά την κατακόρυφη 
διεύθυνση. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι, για την περίπτωση της αλληλεπίδρασης µεταξύ των 
φραγµάτων, η ποσότητα του νερού που βρίσκεται εγκλωβισµένη ανάµεσά τους δεν είναι αρκετά 
µεγάλη για να αναπτύξει σχετικά µεγάλες αδρανειακές δυνάµεις και συνεπώς µεγάλες 
µετατοπίσεις. Στο Σχήµα 7 φαίνεται η κατανοµή των αδιαστατοποιηµένων κατακόρυφων 
µετατοπίσεων στα διάφορα σηµεία του νερού για τις περιπτώσεις L/H=10 και L/H=1. Κοντά στα 
φράγµατα οι κατακόρυφες µετατοπίσεις δεν µηδενίζονται, κατ’ επέκταση δεν αναπτύσσονται 
διατµητικές τάσεις στις διεπιφάνειες φραγµάτων και νερού. Επίσης, µπορεί να παρατηρηθεί ότι οι 
κατακόρυφες µετατοπίσεις λαµβάνουν τη µέγιστη τιµή τους στην κορυφή των φραγµάτων.  
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Σχήµα 5: Κατανοµή των αδιαστατοποιηµένων υδροδυναµικών πιέσεων σε όλη την έκταση του 
κατακρατούµενου νερού για L/H=10 (αριστερά) και για L/H=1 (δεξιά). 

/u H

/ 10L H =

/u H

/ 1L H =

 
Σχήµα 6: Κατανοµή της αδιαστατοποιηµένης οριζόντιας µετατόπισης σε όλη την έκταση του 
κατακρατούµενου νερού για L/H=10 (αριστερά) και L/H=1 (δεξιά). 
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Σχήµα 7: Κατανοµή της αδιαστατοποιηµένης κατακόρυφης µετατόπισης σε όλη την έκταση του 
κατακρατούµενου νερού για L/H=10 (αριστερά) και L/H=1 (δεξιά). 

3 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ 
Για να εξεταστεί η δυναµική αλληλεπίδραση µεταξύ φράγµατος και νερού, πραγµατοποιήθηκαν 
επίσης διδιάστατες αριθµητικές αναλύσεις του συστήµατος που απεικονίζεται στο Σχήµα 2. Οι 
προσοµοιώσεις έγιναν µε χρήση του κώδικα πεπερασµένων στοιχείων ABAQUS {1} στα δύο 
εξεταζόµενα συστήµατα φραγµάτων: (α) µε λόγο / 1L H 0=  για να προσοµοιωθεί ένα µοναδικό 
φράγµα που κατακρατά θεωρητικά ηµιάπειρη στρώση νερού, και (β) µε λόγο  για να 
προσοµοιωθεί ένα σύστηµα δύο φραγµάτων, τα οποία είναι  αρκετά κοντά µεταξύ τους έτσι ώστε 
να υπάρχει αλληλεπίδραση µεταξύ τους.  

/L H =1

Για το νερό χρησιµοποιήθηκαν πεπερασµένα στοιχεία, τα οποία είναι κατάλληλα να 
προσοµοιώσουν τη διάδοση των διαµήκων κυµάτων µέσα στο νερό υπό δυναµικές συνθήκες. Η 
δύσκαµπτη βάση και τα άκαµπτα φράγµατα θεωρήθηκαν συνδεδεµένα µονολιθικά σε µία ενιαία 
κατασκευή, η οποία έχει πολύ µεγάλο µέτρο ελαστικότητας και συµπεριφέρεται γραµµικά 
ελαστικά. Τόσο για το νερό όσο και για το δύσκαµπτο «περίβληµα» (ο πυθµένας και τα δύο 
φράγµατα) τα πεπερασµένα στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν ήταν τετραπλευρικά επίπεδης 
παραµόρφωσης. Στις διεπιφάνειες του νερού µε τα άκαµπτα φράγµατα και τη βάση 
χρησιµοποιήθηκαν πεπερασµένα στοιχεία διεπιφάνειας µεταξύ υγρού και στερεού µέσου. Επίσης 
χρησιµοποιήθηκε η υπόθεση ότι το νερό δεν αποκολλάται από τα φράγµατα στις διεπιφάνειές, 
αλλά µπορεί να ολισθαίνει χωρίς τριβές στην εφαπτοµενική διεύθυνση των διεπιφανειών αυτών, 
εφόσον είναι ανίκανο σαν υλικό να παραλάβει κάθε είδους διάτµηση. Επιπλέον, το πάχος των 
φραγµάτων και της βάσης είναι 1.6 m και διακριτοποιήθηκε  µε τέσσερα πεπερασµένα στοιχεία. 
Γενικά, όπως κατ’ αντιστοιχία συµβαίνει και στους τοίχους αντιστήριξης, οι ιδιότητες του νερού 
(K, ρ) και το ύψος των φραγµάτων H δεν είναι δυνατό να επηρεάσουν τις υδροδυναµικές ωθήσεις 
πίσω από τα φράγµατα, όταν όλες οι υπόλοιπες παράµετροι παραµένουν σταθερές. Για τον λόγο 
αυτό, οι ωθήσεις αδιαστατοποιήθηκαν ως προς ρ και H και όλες οι αναλύσεις έγιναν για φράγµατα 
ύψους H=8m. Το νερό έχει µέτρο διόγκωσης Κ=2.2GPa και πυκνότητα ρ=10kN/m3. Όπως 
προαναφέρθηκε, η δύσκαµπτη βάση διεγείρεται από επιβαλλόµενη µετατόπιση η οποία 
µεταβάλλεται αρµονικά µε το χρόνο µε συχνότητα 5Hz και το πλάτος της είναι ίσο µε τη µονάδα.  
Οι ωθήσεις που αναπτύσσονται πίσω από τα φράγµατα φαίνονται στο Σχήµα 9. Οι ωθήσεις αυτές 
είναι σχεδόν πανοµοιότυπες µε αυτές που υπολογίστηκαν µε την αναλυτική λύση, όπως 
παρουσιάστηκαν στο Σχήµα 3, τόσο ως προς τη µορφή τους όσο και ως προς τις τιµές τους. 
Σηµειώνεται ότι ολοκληρώνοντας τις κατανοµές των υδροδυναµικών ωθήσεων για την περίπτωση 



L/H=10, προκύπτει υδροδυναµική δύναµη P=0.54ρH2Xg τιµή που συµπίπτει µε την αντίστοιχη 
τιµή του Σχήµατος 4α και τη λύση του Westergaard που προτείνει την τιµή P=7/12ρH2Xg.  
Μια πληρέστερη εικόνα των υδροδυναµικών ωθήσεων που αναπτύσσονται µέσα στο 
κατακρατούµενο νερό φαίνεται στο Σχήµα 10, όπου οι ωθήσεις παριστάνονται σε όλη την έκταση 
των προσοµοιωµάτων που µελετήθηκαν. Πρέπει να αναφερθεί ότι στο γράφηµα απεικονίζεται το 
µέγιστο πλάτος των ωθήσεων κάθε σηµείου για όλη τη διάρκεια της διέγερσης, δηλαδή η µέγιστη 
τιµή που αυτές παίρνουν κατά τη διάρκεια της επιβαλλόµενης χρονοιστορίας και όχι η 
προσηµασµένη τιµή τους µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Από το Σχήµα 10 συµπεραίνεται ότι 
οδεύοντας προς την περιοχή κοντά στο κέντρο του προσοµοιώµατος (δηλαδή στην περιοχή που 
ισαπέχει από τα δύο φράγµατα) µειώνονται οι αναπτυσσόµενες υδροδυναµικές πιέσεις, ενώ στον 
άξονα συµµετρίας οι υδροδυναµικές ωθήσεις µηδενίζονται. ∆ιαπιστώνεται ότι οι µέγιστες 
υδροδυναµικές ωθήσεις αναπτύσσονται στην περιοχή µεταξύ πυθµένα και άκαµπτου φράγµατος.  
Για να αποδοθεί καλύτερα η εικόνα της παραµορφωσιακής κατάστασης του κατακρατούµενου 
νερού, δίνονται στη συνέχεια στα Σχήµατα 11 και 12 οι κατανοµές της οριζόντιας και της 
κατακόρυφης συνιστώσας της ταχύτητας και για τα δυο προσοµοιώµατα. Οι γενικές τάσεις που 
ακολουθούν τα σχήµατα είναι ότι οι οριζόντιες ταχύτητες µηδενίζονται κοντά στον άξονα 
συµµετρίας του προσοµοιώµατος, και παίρνουν τις µέγιστες τιµές τους κοντά στα φράγµατα, όπου 
η µέγιστη αυτή τιµή ισούται µε 33.67 m/s.  
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Σχήµα 9: Οιονεί στατικές υδροδυναµικές ωθήσεις που αναπτύσσονται πίσω από άκαµπτο φράγµα για τις δύο 
ακραίες περιπτώσεις αλληλεπίδρασης µεταξύ των φραγµάτων: α) L/H=1: ύπαρξη αλληλεπίδρασης και β) 
L/H=10: απουσία αλληλεπίδρασης. 

Επίσης, µια ουσιώδης διαφορά µεταξύ των δυο προσοµοιωµάτων που εξετάζονται είναι ότι όταν 
υπάρχει αλληλεπίδραση µεταξύ των τοίχων (L/H=1) τότε η ταχύτητα του νερού στη βάση τείνει να 
εξισωθεί µε την ταχύτητα του νερού που βρίσκεται κοντά στα φράγµατα. Αυτό σηµαίνει ότι δεν 
αναπτύσσονται αρκετά µεγάλες αδρανειακές δυνάµεις µέσα στη µάζα του νερού. Έτσι ώστε να το 
εξαναγκάσουν να ολισθαίνει πλήρως στη βάση, όπως συµβαίνει µε το προσοµοίωµα όπου L/H=10. 
Όσον αφορά στις κατακόρυφες ταχύτητες, αυτές είναι µηδενικές στο µεγαλύτερο µέρος του 
προσοµοιώµατος, και παίρνουν τη µέγιστη τιµή τους κοντά στις κορυφές των φραγµάτων. Αυτό 
παρατηρείται τόσο στην περίπτωση που υπάρχει αλληλεπίδραση µεταξύ των φραγµάτων, όσο και 
στην αντίθετη περίπτωση, όπως φαίνεται στο Σχήµα 12. Το γεγονός ότι η κατακόρυφη ταχύτητα 
είναι διάφορη του µηδενός στη διεπιφάνεια νερού – φραγµάτων, αποτελεί επιβεβαίωση του 
γεγονότος ότι στις διεπιφάνειες αυτές υπάρχει ολίσθηση του νερού ως προς το άκαµπτο φράγµα, 
όπως και θα έπρεπε να συµβαίνει.  
 



 
Σχήµα 10: Κατανοµή του πλάτους των υδροδυναµικών ωθήσεων µέσα στη µάζα του κατακρατούµενου 
νερού για οιονεί στατική διέγερση και L/H=10 (πάνω) και L/H=1 (κάτω). 

 
Σχήµα 11: Κατανοµή του πλάτους των οριζόντιων ταχυτήτων µέσα στη µάζα του κατακρατούµενου νερού 
για οιονεί στατική διέγερση και L/H=10 (πάνω) και L/H=1 (κάτω). 

 
Σχήµα 12: Κατανοµή του πλάτους των κατακόρυφων ταχυτήτων µέσα στη µάζα του κατακρατούµενου 
νερού για οιονεί στατική διέγερση και L/H=10 (πάνω) και L/H=1 (κάτω). 

4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Στην εργασία αυτή προτάθηκε καταρχάς µία αναλυτική λύση υπολογισµού των υδροδυναµικών 
ωθήσεων που ασκούνται σε ένα άκαµπτο φράγµα το οποίο αντιστηρίζει ηµιάπειρη στρώση νερού. 
Η λύση αυτή αποτελεί ειδική περίπτωση της ύπαρξης δυο φραγµάτων σε απόσταση L, γεγονός το 
οποίο δηµιουργεί φαινόµενα αλληλεπίδρασης µεταξύ των δυο φραγµάτων. Κατόπιν, εξετάστηκαν 



διδιάστατα αριθµητικά προσοµοιώµατα πεπερασµένων στοιχείων ώστε να εξεταστεί η ακρίβεια 
της αναλυτικής λύσης, καθώς και η επίδραση της προαναφερθείσας αλληλεπίδρασης στις 
ασκούµενες υδροδυναµικές ωθήσεις.  
∆ιαπιστώθηκε ότι στην περίπτωση ενός µόνο φράγµατος τα αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης 
σχεδόν συµπίπτουν µε τα αντίστοιχα της αριθµητικής πλησιάζοντας µάλιστα την τιµή που έχει 
προτείνει εδώ και δεκαετίες ο Westergaard. Απεναντίας, η παρουσία δεύτερου φράγµατος (ή 
αντίστοιχης συνοριακής συνθήκης) οδηγεί σε σηµαντική µείωση των υδροδυναµικών ωθήσεων, η 
οποία, όπως αναµενόταν, εξαρτάται από την απόσταση και συνεπώς από το βαθµό 
αλληλεπίδρασης των δυο φραγµάτων. Το φαινόµενο αυτό διαπιστώθηκε τόσο αναλυτικά όσο και 
αριθµητικά. 
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ABSTRACT: It is widely accepted that the dynamic response of any retaining system is not yet 
completely understood, mainly due to the dynamic interaction between the retaining system and the 
retained material. When the retained material is liquid, such as water behind dams, is even more 
interesting for engineers, as during a seismic event important hydrodynamic pressures develop on 
the body of the dam which must be seriously taken into account for the seismic design of the 
structure. In the present study the dynamic interaction between rigid dams and water is 
investigated. Firstly, a closed-form analytical solution for the calculation of hydrodynamic 
pressures acting on a rigid dam is developed. Subsequently, utilizing the finite-element method, 
numerical analyses are conducted in order to verify the results of the analytical solution. The results 
of the study verify the impact of the dynamic interaction and the boundary conditions on the 
hydrodynamic distress of dams. 
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